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专题 6 经典的二阶递推

秒杀秘籍： 第一讲 二阶递推之方程组法  2,, 2111   nbaaaqapaa nnn

1．  11   nnnn aaaa 设 比较与 11   nnn qapaa ，得 qp   , ，可知：

 ，的两根，容易求得是方程， 02  qpxx ．

（Ⅰ）当   时，数列  为公比的等比数列为首项，是以  121 aaaa nn 

同时满足数列  为公比的等比数列为首项，是以  121 aaaa nn 

则有
 
 














1
1

1
1

n
nn

n
nn

abaa
abaa



两式联立，消去 1na 得：     111  


 nn
n ababa 



特例： 1 qp当 时， ，11   nnnn qaqaaa   为公比的等比数列为首项，是以 qabaa nn  1

   1
1


  n

nn qabaa ，同时 ，11   nnnn qaaqaa   为常数的数列是以 qabqaa nn  1

故可以求出：
    

q
qabaa
n

n 





1
1 1

．

特征根解方程法：令 nn
n yxa   ，再将 21,aa 代入即可秒杀．

（Ⅱ）当   时，    abaaaa n
nnnn   


1
11设 ，两边同除以 1n 得： abaa

n
n

n
n 


 


21

1

数列 为公差的等差数列为首项，是以 abaa
n
n 












2 ，   abnaa
n
n 


  12

特征根解方程法：令   n
n yxna  ，再将 21,aa 代入即可秒杀．

【例 1】（2019•潮州二模）已知数列{ }na 中， 1
4
3

a  ， 2
13
9

a  ，且 2 13 4 ( 3)n n na a a n   � ，则 na  ．

【解析】法一：由 2 13 4 ( 3)n n na a a n   � ，可得 1 1 2
1 ( )( 3)
3n n n na a a a n     � ，在数列{ }na 中，由 1

4
3

a  ， 2
13
9

a  ，

可得 2 1
1
9

a a  ，由 1 1 2
1 ( )( 3)
3n n n na a a a n     � ，可得 1 0n na a   ， 1

1 2

1
3

n n

n n

a a
a a



 





， ( 3)n� ，

数列 1{ }n na a  是等比数列， 2
1

1 1 1( ) ( )
9 3 3

n n
n na a 

     ， ( 2)n� ，

由 2 1
1
9

a a  ， 3
3 2

1( )
3

a a  ，， 1
1( )
3

n
n na a   ， ( 2)n� ，以上各式相加可得

1

2 3
1

1 1( )1 1 1 1 1 19 3( ) ( ) ( ) ( )
13 3 3 6 2 31
3

n

n n
na a


       


，

3 1 1( )
2 2 3

n
na    ， ( 2)n� ，经检验可得 1

4
3

a  满足
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3 1 1( )
2 2 3

n
na    ，

3 1 1( )
2 2 3

n
na    ．故答案为：

3 1 1( )
2 2 3

n  ．

法二：构造数列特征方程 1,
3
1413 21

2  xxxx ，故
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3
1

nnnn

nnnn

aaaa

aaaa
，数列 nn aa 1 是以

9
1

12  aa 为首项，
3
1
为公比的等比数列，同时数列







  nn aa

3
1

1 是以 1
3
1

12  aa 为常数的数列，联立方程组

得：



























1
3
1

3
1

1

1

1

nn

n

nn

aa

aa 3 1 1( )
2 2 3

n
na   

法三：暴力特征根法： 1,
3
1413 21

2  xxxx ，   yxyxa
n

n
n

n 














3
11

3
1

，代入
9
13,

3
4

21  aa 得：

2
3,

2
1

 yx ，
3 1 1( )
2 2 3

n
na    ．

【例 2】已知数列 na 是首项为 41 21  aa ， ，且 nnn aaa 65 12   ，求： na 通项公式．

【解析】法一：由 nnn aaa 65 12   ，得














)(23

)(32

112

112

nnnn

nnnn

aaaa

aaaa
，所以















)(23

)(32

11

11

nnnn

nnnn

aaaa

aaaa
由 22 12  aa ，

13 12  aa ，得
















1
1

1
1

23

322
n

nn

n
nn

aa

aa
两式联立得 11 232   nn

na ．

法二：暴力特征根法： 3,265 21
2  xxxx ， nn

n yxa 32  ，代入 4,1 21  aa 得：
3
2,

2
1

 yx ，

11 232   nn
na ．

【例 3】设 qp, 为实数， 的两根，是方程， 02  qpxx 数列 na 是首项为 qpapa  2
21 ， ，

nnn qapaa   12 ．

（1）证明： qp   , ；

（2）求 na 通项公式；

（3）
4
1,1  qp ，求 na 的前 n项和 nS ．

【解析】（1） 的两根，是方程， 02  qpxx 所以 qpxxxx  2))((  ，

qpxxxx  22 )(  ，

比较系数得 p  ， q  ．

（2）因为 21   nnn qapaa ，且 qp   , ，所以 ①)( 11   nnnn aaaa  ．
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同理 ②)( 11   nnnn aaaa  又因为 qqpppqpaa  ]))[(()(2
12  =

2)(   ，由式①的数列  nn aa 1 是以 2
12   aa 为首项、以  为公比的等比数列．故

③112
1


  nn

nn aa  ．由式②的数列  nn aa 1 是以 2
12   aa 为首项、以 为公比 的等比数

列．故 ④112
1


  nn

nn aa  ．联立③④得方程组，消去 1na ，的 11)(   nn
na  ，故








 11 nn

na ．

（3）因为 1p ，
4
1

q ,所以
2
1

  ， 





   nnnnnnn aaaaaaa

2
1

2
1

2
1

4
1

11212 ，故数列






  nn aa

2
1

1

是以
4
1

2
1

12  aa 为首项，
2
1
为公比的等比数列，即

1

1 2
1

2
1 

 







n

nn aa ， 122 1
1  


n
n

n
n aa  nna 2 是

以 22 1 a 为首项，1为公差的等差数列， 12  na n
n ， n

n
n

nna
2
1)

2
1)(1( 

 ．

⑤nn
nS
2
1

2
4

2
31 32


  ⑥132 2

1
22
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2
2

2
1




 nnn
nnS  ，⑤—⑥得

1132 2
1

2
11

)
2
11(

2
1

2
1

2
1

2
1
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1
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11

2
1












 n

n

nnn
nnS  = 11 2

3
2
3

2
1

2
11

2
1







 nnn

nn
．故 nn

nS
2
33 

 ．

此题完全按照高考给分标准作答，暴力特征根法留给读者朋友们享受！

秒杀秘籍： 第二讲 斐波那契数列

定义：一个数列，前两项都为 1，从第三项起，每一项都是前两项之和，那么这个数列称为斐波那契数列，又

称黄金分割数列；表达式 2110 ,1,1   nnn FFFFF ( )n N 

通项公式：
1 1 5 1 5

2 25

n n

nF
                  

（又叫“比内公式”，是用无理数表示有理数的一个范例）

比较有趣的是：一个完全是自然数的数列，通项公式竟然是用无理数表示的．

证明：线性递推数列的特征方程为： 2 1x x  ，解得： 1
1 5
2

x 
 ， 2

1 5
2

x 
 则 1 1 2 2

n n
nF c x c x 

∵ 1 2 1F F  ∴ 1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

1
1

c x c x
c x c x
 

  
解得： 1

1
5

c  ； 2
1
5

c   ∴
1 1 5 1 5

2 25

n n

nF
                  

斐波那契数列的一些性质：

求和问题：① 12  nn aS ；② nn aaaaa 212531   ；③ 1122642  nn aaaaa  ．
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证 明 ： ①       1111112112122   nnnnnnnnnn SaaaaaaaaaaaSSa  ， 故

12  nn aS ，此证明方法也是错位相减的一种特例．

②       nnnnn aSaaaaaaaaaaa 22212232432111231    ，此证明过程也需要利用①

的结论．

③       11212122254321242   nnnnn aSaaaaaaaaaa  ．

这三个式子用数学归纳法证明也非常简单，无需强化记忆，每次列出前几项比划一下，考试中如果出现需要这

些结论的，拿出前几项及时推导即可．

平方和问题： 1
22

2
2
1  nnn aaaaa  （根据面积公式推导，如下图）

构造正方形来设计面积，    433221321
2

3
2

2
2
1 aaaaaaSSSaaa  ，以此类推，也可以用数学归纳

法证明，知道一个大致的方向即可．

裂项问题： 



























 12322242331222212324231

1111111111111

nnnnnnn aaaaaaaaaaaaaaaaa


nnnnn aaaaaaa 2122122212

11111











 ．

注意：如果是斐波那契数列的部分项求和也可以，比如 









 nmmmnmnmmmmm aaa
p

aa
p

aa
p

aa
p 11

12312


前提就是必须隔项，否则无法裂项相消．

【例 4】已知数列{ }na 满足： 1
1
3

a  ， 2
1
3

a  ， *
1 1( , 2)n n na a a n N n    � ，则

1 3 2 4 3 5 2019 2021

1 1 1 1
a a a a a a a a

  

的整数部分为（ ）

A． 6 B． 7 C．8 D． 9

【解析】
3 2 4 2019 2018 2020 2020 2019 2021 1 2 2020 2021 2020 2021

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 19 9
a a a a a a a a a a a a a a a

    
              

     
 ，而整

数部分为 8，故选 C．
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【例 5】斐波那契数列中，若 1 2 1a a  ， 2 1 ( *)n n na a a n N    ， nS 为斐波那契数列的前 n项和，则下列式子

中成立的是（ ）

A． 120202019  aS B． 20212019 aS 

C． 2021201931 aaaa   D． 12019201842  aaaa 

【解析】根据秘籍的公式可知选 D．

秒杀秘籍：第三讲 二阶构造的周期数列

若数列{ }na 满足 *
2 1 ( )n n na a a n N    ，或者 1

2

( 3)n
n

n

aa n
a





 � ，则数列{ }na 是周期为 6的数列．

证明： nnnnnnnnnnnn aaaaaaaaaaaa   1112434456 ．

【例 6】（2018•保定期末）已知数列{ }na 中， 1 1a  ， 2 3a  ， *
2 1 ( )n n na a a n N    则{ }na 前 100项之和为（ ）

A．5 B． 20 C． 300 D． 652

【解析】 1 1a  ， 2 3a  ， *
2 1 ( )n n na a a n N    ， 3 3 1 2a    ， 4 2 3 1a     ， 5 1 2 3a      ，

6 3 1 2a      ， 7 2 3 1a     ， 8 1 2 3a    ， 9 3 1 2a    ， na 是周期为 6的周期函数， 100 16 6 4   ，

100 16 (1 3 2 1 3 2) (1 3 2 1) 5S             ．故选 A．

秒杀秘籍：第四讲 二阶递推式：  2,, 2111   nbaaaAqapaa nnn

（1）当 1 qp 时，   ，Aaaqaa nnnn   11  q
q
Aaa

q
Aaa nnnn 













  11 11 ,

  1
1 11


 













 n
nn q

q
Aab

q
Aaa ，再由迭加法求出 na ．

（2） 1 qp当 时，   Aaaaa nnnn   11 设 比较与 Aqapaa nnn   11 ，得 qp   , ，

可知，  ，的两根，容易求得是方程， 02  qpxx ．

（Ⅰ）当   时，数列 为公比的等比数列为首项，是以 






111 













AabAaa nn

同时满足数列 为公比的等比数列为首项，是以 






111 













AabAaa nn

则有













































1
1

1
1

11

11
n

nn

n
nn

AabAaa

AabAaa
















两式联立，消去 1na 得 na ．
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暴力特征根解法： zyxa nn
n   ，代入 1a ， 2a ， 3a 即可解得．

（Ⅱ）当   时， 
























 

 1111
1

111 









 AabAaaAaaAaa n

nnnnnn设 ，

数列 为公比的等比数列为首项，是以 






111 













AabAaa nn ，将上式子两边同除以 1n 得：

  11 121
1





 







AabAaa

nn
n

n
n ，令

121
1
















Aabxaxa

n
n

n
n 通过以上 两式子比较得 ：

   2121 11 



  

AxAxx
nnn ，数列

 
 

为首项，是以 aAa

Aa

n

n




































 22

2

1
1




1



 Aab 为公

差的等差数列．

暴力特征根法：   zyxna n
n   ，代入 1a ， 2a ， 3a 即可解得．

【例 7】已知数列 na 是首项为 51 21  aa ， ，且 82 12   nnn aaa ，求： na 通项公式．

【解析】 2 1 1 8n n n na a a a      ， 2 1 4a a  ，所以数列 1{ }n na a  是以 4为首项，8为公差的等差数列．

所以 1 8 4n na a n    ，则 1 8 12n na a n   ， 1 2 8 20n na a n     2 1 4a a 

以上相加得 2
1

4 8 12 ( 1) 4( 1)
2n
na a n n 

     ，所以 24( 1) 1na n   ．

【例 8】已知数列 na 满足： 81 21  aa ， ，  2496 11   naaa nnn

（1）是否存在实数 rp, ，使数列 rpaa nn 1 为等比数列？若存在，求出实数 rp, 若不存在，说明理由；

（2）是否存在实数，使数列






 

23n
na 

为等差数列？若存在，求出实数 和 na 的通项公式，若不存在，说

明理由．

【解析】（1）由 1 16 9 4n n na a a    得 1 13 2 3( 3 2)n n n na a a a      ，又 2 13 2 7a a   ，所以当 3, 2p r  

时，数列 1{ 3 2}n na a   是以 7为首项，3为公比的等比数列，所以 1
1 3 2 7 3nn na a 
    

（2）由（1）得 1
1 1 3( 1) 7 3nn na a 
      ，所以 1

1 1

1 3( 1)
7

3 3
n n
n n

a a
 

 
  ，即 1

1 2

1 1
7

3 3
n n
n n

a a
 

 
  ，又 1

1

1 0
3
a






所以当 1   时，数列 2

1{ }
3
n
n

a



是以 0 为首项， 7 为公差的等差数列．所以 2

1
7( 1)

3
n
n

a
n


  ，即

27( 1) 3 1n
na n     ．

【例 9】已知数列 na 满足： 41 21  aa ， ，  21103 11   naaa nnn ，，求 na 通项公式．

【解析】法一：令 2 3 10 0x x   ，解得 2 5x x  或 ，所以有
1 1

1 1

1 1+2 + =5( 2 )
4 4
1 15 = 2( 5 )
3 3

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a
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所以数列 1
1{ 2 }
4n na a   是 2 1

1 252
4 4

a a   为首项，5为公比的等比数列，

则 1
1

1 252 5
4 4

n
n na a 
     ①

数列 1
1{ 5 }
3n na a   是 2 1

1 45
3 3

a a    为首项， 2 为公比的等比数列．

1
1

1 45 ( 2)
3 3

n
n na a 
       ②

①-②得
1 17 5 ( 2)7

12 4 3

n n

na
 

   ，化简得
1 13 5 4 ( 2) 7

84

n n

na
     

 ．

法二：暴力特征根法：令 2 3 10 0x x   ，解得 2 5x x  或 ，故令   zyxa nn
n  52 ，代入 1a ， 2a ，

3a ，得












231258
4254
152

zyx
zyx
zyx

解得：






















12
1

28
5
21
2

z

y

x
1 13 5 4 ( 2) 7

84

n n

na
     

  ．
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达标训练

1．（2019•浙江期中）若数列{ }na 满足 1a l ， 2 2a  ， 2 1( 3)n n na a a n  � ，记数列{ }na 的前 n项积为 nT ，则下

列说法错误的是（ ）

A． nT 无最大值 B． na 有最大值 C． 2019 4T  D． 2019 2a 

2．（2018•云阳期末）已知数列{ }na 满足： 1
1
2

a  ， 2 1a  ， *
1 1( , 2)n n na a a n N n    � ，则

1 3 2 4 3 5 2018 2020

1 1 1 1
a a a a a a a a

   的整数部分为（ ）

A． 0 B．1 C． 2 D． 3

3．（2018•济宁一模）设数列{ }na 满足 1 1a  ， 2 2a  ，且 1 12 ( 1) ( 1) ( 2n n nna n a n a n     � 且 *)n N ，则 18a 

（ ）

A． 25
9

B． 26
9

C． 3 D． 28
9

4．（2019•双台子期末）已知数列{ }na 满足 1 0a  ， 2 1n n na a a   ，则 2 4 2na a a  （ ）

A． 0 B． na C． 22 na D． 12 na

5．（2018•蚌埠三模）数列{ }na 的前 n项和记为 nS ， 1 1( *, 2)n n na a a n N n    � ， 1 2018a  ， 2 2017a  ，则 100S 

（ ）

A． 2016 B． 2017 C． 2018 D． 2019

6．（2019•济南模拟）在数列{ }na 中，若 1 2 2a a  ， 2 1 2 ( *)n n na a a n N    ，则 2 2019 2020log ( )a a  ．

7．（2016•南阳期中）裴波那契数列的通项公式为
1 1 5 1 5[( ) ( ) ]

2 25
n n

na
 

  ，又称为“比内公式”，是用无理

数表示有理数的一个范例，由此， 5a （ ）

A．3 B． 5 C．8 D．13

8．（2019•广东模拟）历史上数列的发展，折射出许多有价值的数学思想方法，对时代的进步起了重要的作用，

比如意大利数学家列昂纳多 斐波那契以兔子繁殖为例，引人“兔子数列”：即 1，1，2，3，5，8，13，21，34，

55，89，144，233，．即 F （1） F （2） 1 ， ( ) ( 1) ( 2)( 3F n F n F n n    � ， *)n N ．此数列在现代物

理、准晶体结构及化学等领域有着广泛的应用，若此数列被 4整除后的余数构成一个新的数列{ }nb ，又记数列

{ }nc 满足 1 1c b ， 2 2c b ， 1( 3, *)n n nc b b n n N  � ，则 1 2 3 2019c c c c   的值为 ．

9．（2019•唐山二模）各项均为正数的数列{ }na 满足 1 1a  ， *
2 13 ( )n n na a a n N   ，则 5 2019a a  ．

10．（2019•内江一模）设数列 { }na 满足 1 1a  ， 2 4a  ， 3 9a  ， 1 2 3 ( *, 4)n n n na a a a n N n      � ，则
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2018a  ．

11．（2019•通州期中）已知数列{ }na 满足： 1 1a  ， 2 2a  ， 1 1
1 2 ( 2
1 1n n n

n na a a n
n n 


 

 
� 且 *)n N ，则满足不

等式 1 0.02n na a   的正整数 n的最大值为 ．

12．（2019•赤峰模拟）若数列{ }na 满足 1 2 1 1
11, ,2 4 2 3( 2)
2 n n na a a a a n        � ，则 nna 的最小值为 ．

13．（2018•太原期末）已知数列{ }na 满足 1 1a  ， 2 2a  ， 2 12 3 2( *)n n na a a n N     ，则数列{ }na 的通项公

式 na  ．

14．已知数列{ }na 中， 1 1a  ， 2 4a  ，且各项均满足 2 1 2n n na a a   ，求数列{ }na 的通项公式．

15．已知数列{ }na 中， 1 1a  ， 2 2a  ， 2 1
2 1
3 3n n na a a   ，求 na ．

16．（2019•浙江模拟）已知数列{ }na 中， 1 ( 1a a a  且 3)a   ， 2 3a  ， 1 22 3 ( 3)n n na a a n   � ．

（1）求 1{ }n na a  和 1{ 3 }n na a  的通项公式；

（2）若数列{ }na 单调递增，求 a的取值范围．
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17．已知数列 na 是首项为 221  aa ，且 nnn aaa 212   ，

（1）求： na 通项公式；

（2）当 2n 时，求证： 3111

21


naaa
 ；

（3）若函数  xf 满足   21 f ，       nfnfnf  21 ， *Nn ，求证：





n

k kf1 2
1

1)(
1

．

18．已知数列 na 满足： 71 21  aa ， ，  262110 11   naaa nnn ，，求 na 通项公式

19．已知 na 满足 21 21  aa ， ， 1
11 265 
  n
nnn aaa ，

（1）试求实数 qp, ，使数列  11 2 
  n

nn qpaa 为等比数列；

（2）是否存在实数 ，使数列






 




1
1

2n
nn aa 

为等差数列？若存在，求出实数 和 na 的通项公式，若不存在，

说明理由．
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20．（2018•江苏期中）已知数列{ }na 中， 1 1a  ， 2a a ，且 1 2( )n n na k a a   对任意正整数 n都成立，数列{ }na

的前 n项和为 nS ．

（1）若
1
2

k  ，且 18 171S  ，求 a；

（2）是否存在实数 k，使数列{ }na 是等比数列，且公比不为 1，且任意相邻三项 ma ， 1ma  ， 2ma  按某顺序排

列后成等差数列，若存在，求出所有 k的值；若不存在，请说明理由；

（3）若
1
2

k   ，求 nS ．（用 a， n表示）．


