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第一章 立体几何

专题 1 三视图还原之俯视图拔高法

1．【解析】由三视图可得直观图，在四棱锥 ABCDP  中，最长的棱为 PA，即

32)22(2 2222  PCPBPA ，故选：B．

第 1题 第 2题 第 5题 第 6题

2．【解析】由主视图和俯视图可知切去的棱锥为 CADD 1 ，棱 1CD 在左侧面的投影为 1BA ，故选：B．

3．【解析】由已知中的三视图可得：该几何体是一个以主视图为底面的直四棱柱，即歪台，其底面面积为：

1863  ， 侧 面 的 面 积 为 ： 518182)63333( 22  ， 故 棱 柱 的 表 面 积 为 ：

5185451818218  ．故选：B．

4．【解析】根据三视图可判断该几何体是底面为直角梯形，高为 2的直四棱柱，底面的梯形上底 1，下底 2，
高为 1，

侧面为 2282)24(  ，底面为
2
31)12(

2
1

 ，故表面积为 2211
2
32228  ，故选：B．

5．【解析】由三视图知：几何体是四棱锥，且四棱锥的一条侧棱与底面垂直，底面为正方形如图：其中 PB

平面 ABCD，底面 ABCD为正方形 1PB ， 1AB ， 1AD ， 2BD ， 312 PD ． 2 PAPC

该几何体最长棱的棱长为： 3 故选：C．

6．【解析】设正方体的棱长为 1，由三视图判断，正方体被切掉的部分为三棱锥，正方体切掉部分的体积

为
6
1111

2
1

3
1

 ，剩余部分体积为
6
5

6
11  ，截去部分体积与剩余部分体积的比值为

5
1
．故选：D．

第 7题 第 8题 第 9题 第 10题
7．【解析】根据网格纸的各小格都是正方形，粗实线画出的是一个几何体的三视图，可知几何体如图：几

何体是三棱柱．故选：B．
8．【解析】由三视图知：几何体是三棱柱消去一个同底的三棱锥，如图：三棱柱的高为 5，消去的三棱锥的

高为 3，三棱锥与三棱柱的底面为直角边长分别为 3和 4的直角三角形，几何体的体积

24630343
2
1

3
1543

2
1

V ．故选：C．
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9．【解析】几何体的直观图如图： 4AB ， 4BD ，C到 BD的中点的距离为：4， 5242 22  CDBC ．

6)52(4 22 AC ， 24AD ，显然 AC最长．长为 6．故选：B．

10．【解析】由三视图可知：该几何体是一个三棱锥，其中 PA 底面 ABC， 2PA ， BCAB  ， 1 BCAB ．


2
11

2
1

2
1 2  BCABS ABC△ ．因此

3
12

2
1

3
1

3
1

 PASV ABC△ ．故选：B．

11．【解析】由三视图知，几何体是一个三棱锥，底面是直角边长为 cm1 和 cm2 的直角三角形，面积是

2121
2
1 cm ，三棱锥的一条侧棱与底面垂直，且长度是 cm3 ，这是三棱锥的高，三棱锥的体积是

3131
3
1 cm ，故选：A．

12．【解析】该几何体是三棱锥，底面是俯视图，三棱锥的高为 3．底面三角形斜边长为 6，高为 3的等腰

直角三角形，此几何体的体积为 9336
2
1

3
1

V ．故选：B．

13．【解析】三视图复原的几何体是底面为直角边长为 4和 5的三角形，一个侧面垂直底面的等腰三角形，

高为 4，底边长为 5，如图，所以 1054
2
1

底S ， 1045
2
1

后S ， 1054
2
1

右S ，

    565-4152
2
1 22

左S ．几何体的表面积为： 5630  左右后底 SSSSS ．故选：B．

第 13题 第 14题 第 16题 第 20题 第 21题

14．【解析】三视图复原的几何体是一个三棱锥，如图，四个面的面积分别为：8，6， 26 ，10，显然面积

的最大值，10．故选：C．
15．【解析】此几何体为一个三棱锥，其底面是边长为 6的等腰直角三角形，顶点在底面的投影是斜边的中

点

由底面是边长为 6的等腰直角三角形知其底面积是 1866
2
1

 ，又直角三角形斜边的中点到两直角边的距

离都是 3，棱锥高为 4，所以三个侧面中与底面垂直的侧面三角形高是 4，底面边长为 26 ，其余两个侧面

的斜高为 543 22  ，故三个侧面中与底面垂直的三角形的面积为 212264
2
1

 ，另两个侧面三角形

的面积都是 1556
2
1

 ，故此几何体的全面积是 2124821215218  ，故选：A．

16．【解析】如图，几何体是四棱锥，一个侧面 PBC 底面 ABCD ，底面 ABCD 是正方形，

3
8000202020

3
1

V ．

故选：B．
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17．【解析】由三视图可知几何体为三棱锥，底面为俯视图三角形，底面积 3132
2
1

S ，棱锥的高

为 1h ，棱锥的体积
3
313

3
1

3
1

 ShV ．故答案为：
3
3
．

18．【解析】由已知中的三视图可得：该几何体上部是一个以俯视图为底面四棱柱，棱柱的底面面积

2
31)21(

2
1

S ，棱柱的高为 1，故棱柱的体积
2
3

V ，故答案为：
2
3

19．【解析】由已知中的三视图可得：该几何体是一个以俯视图为底面的四棱锥，棱锥的底面是底为 2，高

为 1的平行四边形，故底面面积 2212 mS  ，棱锥的高 mh 3 ，故体积 32
3
1 mShV  ，故答案为：2

20．【解析】由主视图知 CD 平面 ABC，设 AC中点为 E，则 ACBE  ，且 1 CEAE ．由主视图知 2CD

由左视图知 1BE ，在 BCERt△ 中， 2BC ，在 BCDRt△ 中， 6BD ，在 ACDRt△ 中， 22AD ．三

棱锥中最长棱的长为 22 ．故答案为： 22 ．

21．【解析】几何体为三棱柱去掉一个三棱锥后的几何体，底面是直角三角形，直角边分别为 3，4，侧面的

高为 5，被截取的棱锥的高为 3．如图： )(24343
2
1

3
1543

2
1 3cmVVV  棱锥棱柱 故答案为：24．

22．【解析】几何体为底面边长为 3的正方形，高为 1的四棱锥，所以体积 313
3
1 2 V ．故答案为：3．

23．【解析】由三视图知，几何体是一个三棱锥，底面是直角边长为 cm1 和 cm3 的直角三角形，面积是

2

2
331

2
1 cm ，三棱锥的一条侧棱与底面垂直，且长度是 cm2 ，这是三棱锥的高，三棱锥的体积是

312
2
3

3
1 cm ，故答案为：1．

24．【解析】由三视图可知，此多面体是一个底面边长为 2的正方形，且有一条长为 2的侧棱垂直于底面的

四棱锥，所以最长棱长为 32222 222  ．

25．【解析】根据三视图可知，几何体的体积为： hhV 565
2
1

3
1

 ，又因为 20V ，所以 4h ，故

答案为：4

26．【解析】这是一个三棱锥，高为 2，底面三角形一边为 4，这边上的高为 3，体积等于 4342
6
1

 ，

故答案为：4
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专题 2 多面体的外接球

基础自测

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

答案 A C C C D D C C D A B A C A

题号 15 16 17 18 19

答案 C C A C D

【部分解析】

15．
2
5

2
5

221  RlRR ，故
6

125
3
4 3   RV ，故选 C．

16．球顶高最大原理，底面为直角三角形，典型的切瓜模型， 11 R ，
4
5

R ， 1
2


l
，故根据双半径单交线

公式定理可得
4
5

2 R ， 2)( 2
1

2
2

2
2  hRRRh ，故

3
2222

2
1

3
1

max V ，故选 C．

17．切瓜模型，BAC的外接圆半径为 11 R ，且交线 1
2

2 
lAC ，故

3
2

60sin
2

2
1

2 


 RR ，故选 A．

18．和 3题一样，属于 12
Rl

 模型，故选 C．

19． 1
21 
lR ，

3
2

3
4

60sin
222 


 RRRR ，故

27
332

3
4 3   RV ，故选 D．

达标训练

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

答案 D C C D B C D C B D D B D C

15.52 16. 630
13
 17. 2 2 18.12

【部分解析】

1.【解析】法一：按照直三棱柱切割体模型理解， 2h ，且 1r ， 2)
2
( 22  rhR ，该几何体外接球

的表面积为 24 ( 2) 8   ．故选D．

法二：垂直平面模型，按照双半径单交线公式
2

11
lR  ， 22  RR ，故选 D．

2.【解析】如图，由 1, 3AB DA  ， 2BD  ，得 AD AB ，取 BD中点G，则G为 ABD 的外心，

设正三角形 BDE得外心为O，可知当平面 ABD 平面 BDE时，满足球顶高最大模型，此时三棱锥 E ABD

的外接球的半径有最小值为
2 3
3

OE  ．三棱锥 E ABD 的外接球的最小表面积为 22 3 164 ( )
3 3

   ．

故选C ．
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第 2题 第 3题 第 4题 第 5题 第 6题

3. 【解析】如图，两两垂直为长方体切割体模型，设 AB AC x  ， 1AA y ，则三棱柱的侧面积为

2 2 2 1xy xy   ，得
2
2

xy  ．把三棱锥补形为长方体，则其对角线长为 2 22 2 2 2x y xy � ．当

且仅当 2x y ，即
2
2

x  ， 1y  时上式取“ ”．三棱锥外接球半径的最小值为
2
2

，表面积的最小值为

224 ( ) 2
2

   ．故选：C．

4. 【解析】鳖臑模型，由题意，四面体有四个面都为直角三角形，四面体放到长方体中，AB 平面 BCD，

2AB BD CD   ，可得长方体的对角线为 2 2 22 2 2 2 3   ．球 O的半径 3R  ．球 O 的表面积

24 12S R   ．故选 D．

5. 【解析】法一：由于四边形 ABCD为矩形，得 AB AD ，又 SA AD ，且 SA AB A  ， AD 平面 SAB，

则平面 SAB 平面 ABCD，设三角形 SAB的外心为G，则
2 3 3 2

2sin 2sin120 3
2

ABr GA
ASB

    
 

．过G作

GO 底面 SAB，且 1
2
hOG   ，则 2 2 2 2( ) 2 1 5

2
hOS r     ． 24 ( 5) 20S     ．故选 B．

法二：双半径交单线模型：设三角形 SAB的外接圆 1
2 3 2

2sin 2sin120
ABR
ASB

  
 

， ABCD为矩形，故其外

接圆 22 R ， 3
2


l
，故 5

4

2
2

2
2
1

2 
lRRR ， 4 5 20S     ．故选 B．

6. 【解析】对边相等的四面体，还原为长方体，如图所示，将四面体 ABCD放在长方体 AEBF GCHD 内，

7. 设该长方体的长、宽、高分别为 x、 y、 z，则长方体的体对角线长即为长方体的外接球直径，设该长

方体的外接球半径为 R，由勾股定理得

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3
4
5

AB x y
AC x z
AD y z

   
   
   

，上述三个等式全加得 2 2 22( ) 12x y z   ，所以，

该四面体的外接球直径为 2 2 22 6R x y z    ，因此，四面体 ABCD 的外接球的表面积为

2 24 (2 ) 6R R     ，故选C．
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8. 【解析】法一：如图： 4AB  ， 2AD CD  ， 2 2AC  ， 2 2BC  ，取 AC 的中点 E， AB的中点

O，连结DE，OE，平面 DCA 平面 ACB，DE AC DE 平面 ACB， 2DE  ， 2OE  ， 2OD  ，

OB OA OC OD    ， 2OB  ，即外接球的半径为 2，此时三棱锥外接球的表面积为 24 2 16  ．

故选D．

法二：两半平面垂直用双半径单交线模型： 2
21 
lR ，故 2

22 
ABRR ， 24 2 16S    ，故选 D．

第 7题 第 8题 第 9题 第 10题
8.【解析】由题意，多面体 1 1 1ABC A BC 为棱长为 2 的正方体，切去一个角，多面体 1 1 1ABC A BC 的外

接球的直径为 3 2 6 ，半径为
6
2

，多面体 1 1 1ABC A BC 的外接球的表面积为 2 264 4 ( ) 6
2

R    ．

故选：C．

9. 【解析】法一：如图，由题意可知， 2A B A D BD BC CD      ， 3AC  ，取 BD的中点 E，连接

EC，设球心为O，连接 EO，CO，O为底面 BCD的中心，连接OO，OO 底面 BCD，可得OO CE  ，

且 3CE A E A C    ，即有OE A C ，且直角三角形OEO中， 30OEC  ，
3
3

O E  ，
2 3
3

O C  ，

1tan30
3

OO O E    ，即有 2 21 2 3 13( ) ( )
3 3 3

R OC    ，则 A BCD  的外接球的表面积为 2 524
9

R   ，

故选 A．

法二：此为两个全等的等腰三角形共底边构成的外接球模型，且二面角  60 ，底面 BCD外接圆半径

3
32

60sin2





BDr ，高为 3h ，故
3
13

2
tan)( 222 

rhrR ，故选 A．

10.【解析】法一：取 AB中点 E，AC 中点 F ，易知 AB EF ，AB EP ， 150PEF  ，且平面 PEF 
平面 ABC，作 PN EF 交 FE 的延长线于 N，则 PN 平面 ABC，球心O在过 F 与平面 ABC垂直的直

线上如图：作OM PN 于M ，设OF x ，由已知条件可得
11
2

FC  ，
3
2

EF  ， cos30 2 3EN PE   ，

sin30 2PN PE   ， 从 而 2PM x  ，
5 3
2

OM EF EN   ， 在 直 角 三 角 形 OMP 中 ，

2 2 25 3( 2) ( )
2

OP x   ，在直角三角形OFC中， 2 2 211( )
2

OC x  由 2 2OP OC 解得 5x  ，

2 111
4

OC  ， 24S OC 球 111 ，故选 D．

法二：二面角模型用双距离单交线公式，以法一的图为基准，可以发现
2
3

 EFm ，
4
9

sin22 



PAB

PB
R ，

4
7

2  Rhn ， 2
2


l
， 150 ，故

4
111

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，故  1114 2  RS ，故选： D．
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11.【解析】法一：取 AC 中点 D，连接 SD，BD，则由 AB BC ，SA SC 得出 SD AC ，BD AC ， SDB
为 S AC B  的平面角，且 AC 面 SBD． 2AB BC  ， 2AC  ，易得： ABC 为等腰直角三角形，

又 BD AC ，故
1
2

BD AD AC  ，在 SBD 中，
1 1 2 1
2 2

BD AC    ，在 SAC 中， 2 2 2 3SD SA AD   ，

在 SBD 中，由余弦定理得 2 2 2 32 cos 3 1 2 3 1 2
3

SB SD BD SD BD SDB           ，满足

2 2 2SB SD BD  ， 90SBD  ， SB BD ，又 SB AC ， BD AC D  ， SB 面 ABC．

以 SB，BA，BC为棱可以补成一个棱长为 2 的正方体， S、 A、B、C都在正方体的外接球上，正方体

的对角线为球的一条直径，所以 2 3 2R   ，
6
2

R  ，球的表面积 264 ( ) 6
2

S     ．故选： D．

法 二 ： 根 据 双 距 离 单 交 线 公 式 ， 0m ，
3
3

3
1

 SDn ， 1
2


l
，

3
3cos  ，

3
6in s 故

2
3

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，故  64 2  RS ，故选 D．

12.【解析】法一：取CD中点 E，BD中点 F ，连结 BE 、AF 、EF ，四面体 ABCD中，面 ABD和面 BCD

都是等腰 Rt△， 2AB  ，
2

BAD CBD 
    ，且二面角 A BD C  的大小为

5
6

， AF BD  ，EF BD ，

AFE 是二面角 A BD C  的平面角，
5
6

AFE 
  ， 2 2 2BD BC    ， 4 4 2 2CD    ，

2CE DE  ， 1AF BF DF EF    ，
1 1
2

EF BC  ，则点 E为 BCD 外接圆的圆心，点 F 为 ABD 外

接圆的圆心，过点 E作平面 BCD的垂线 EO，过点 F 作平面 ABD的垂线 FO，且直线 EO与直线 FO交于点

O，则点O为四面体 ABCD外接球的球心，易知
2

AFO OEF 
    ，

2 3
OFE AFE  

     ，所以，

2
cos

EFOF
OFE

 


，所以， 2 2 5OA AF OF   ，则四面体 ABCD的外接球半径为 5 ，因此，球O的

表面积为 24 ( 5) 20  ，故选 B．

法二：双距离单交线公式， 1 EFm ，， 0n ， 1
2


l
，

6
5  ，故 5

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，

故  204 2  RS ，故选 B．

12题图 13题图 14题图 1 14题图 2

13.【解析】作出直观图，易知底面为一个矩形，故 2211  AOR ， 21  EOm ，在 PAB 中， 4PE ，
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5222  AEPEPA ，
2
5

sin22 



PBA

PA
R ，

2
3

2  RPEn ， 2
2


l
，根据正视图可知：

3
2  ，

3
49

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，故 

3
1964 2  RS ，故选 D．

14.【解析】法一：作出该棱锥的实物图如图 1所示，该几何体为三棱锥 P ABC ，且 ABC 为等腰直角三

角形，腰长为 2BC  ，过点 P作 PD 平面 ABC，则 AD CD ，以点 D为坐标原点， DA、 DC、 DP所

在直线分别为 x轴、 y轴、 z轴建立空间直角坐标系 D xyx ，则点 (1A ，0， 0)、 (2B ，1， 0)、 (0C ，1，

0)、 (0P ，0，2)，设球心的坐标为 (x， y， )z ，则

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

( 2) ( 2) ( 1)

x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z

        
        
        

，解得

1
1
5
4

x
y

z


 




 


，

所以，该棱锥的外接球的半径为 2 2 25 410 1 ( )
4 4

R     ，因此，该棱锥的外接球的表面积为

2 414
4

S R   ．故选：C．

法二：如图 2所示，根据俯视图可知 1O 位于 BC边中点位置，E为 AC边中点，
2
2

1  EOm ，在 PAC 中，

2
2322  DEPDPE ，

3
222

2
3

2
2

2
2

2
2

2
2

2 





  nnnEOCOlCE ，根据 PED可知：

3
1cos  ，

3
22sin  ，

16
41

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，故 

4
414 2  RS ，故选：C．

15.【解析】如图 1所示，取 BC的中点M ，连接 AM 、DM ，则 AM BC ，且DM BC ，所以，二面角

A BC D  的平面角为 60AMD  ，且 sin 60 3 3AM DM AB    ，则 ADM 是边长为 3 3的正三角形，

15题图 1 15题图 2 16题图 17题图

法一：如图 2所示，符合两全等的等腰三角形共底边模型，设 ABC 和 BCD 的外心分别为点 P、Q，则

1 3
3

h r PM QM AM     ，过点 P、Q在平面 ADM 内作 AM 和DM 的垂线交于点O，则O为该三棱

锥的外接球球心，易知， 30
2

OMP
   ，所以， tan 30 1OP PM   ，

2 2 3
3

PA AM  ，所以，球O的

半径为  2 2 2 2 2tan 13
2

OA h r r OP PA
      ，因此， 24 ( 13) 52S     ．故答案为 52 ．
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法二： 3
3
1

 AMnm ， 3
2

 MCl
，  60 ， 13

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



，

24 ( 13) 52S     ．故答案为52 ．

16.【解析】法一：取 AC 中点 D，连结 BD， PD，在三棱锥 P ABC 中， AB BC ， 3 2AB BC  ，

侧面 PAC 为正三角形，且顶点 P在底面上的射影落在 ABC 的重心G上，

2 21 1 (3 2) (3 2) 3
2 2

AD DC BD AC       ， 1DG  ， 2BG  ， 2 2 3 3PD PA AD   ，

2 2 26PG PD DG   ，设三棱锥 P ABC 外接球球心为 E，由 ED 平面 ABC，作 EF PG 交 PG 于 F ，

则 PE AE R  ，设 DE x ， 26PF x  ， 2 2 2 21 ( 26 ) 3x x    ，解得
9
26

x  ，

81 3159
26 26

R    ，该三棱锥的外接球的表面积 2 315 6304 4
26 13

S R      ．故答案为：
630
13

．

法二：显然底面的 0m ， 3
3
1

 PDn ，二面角大小
33
1cos 

PD
DG

 ，
27
26s 2 in ， 3

2
 ACl

，

26
315

4sin
cos2 2

2

22
2 




lmnnmR



， 2 315 6304 4

26 13
S R      ．故答案为：

630
13

．

17.【解析】由题意可知，四面体 ABCD的对棱都相等，故该四面体可以通过补形补成一个长方体，如图所

示：设 AF x ， BF y ，CF z ，则 2 2 2 2 5x z y z    ，又
2 2 2

24 ( ) 9
2

x y z
 

 
  ，

可得 2x y  ， 2 2 2 2a x y    ．故答案为： 2 2．

18.【解析】如图，三棱锥 P ABC 中， 3AB BC AC   ， PAC PAB   ， 2PA  ， E为 ABC 外接圆

的圆心，则 2 22 3 2 3 33 ( ) 3
3 2 3 2

AE     ， PA与平面 ABC所成角 PAF 的余弦值为
3
3

，即

3cos
3

PAF  ，AD的长度为
2 3
3

．则 PA与平面 ABC所成角的正

弦值为
6
3

，
6 2 6sin 2
3 3

PD PA PAD     ．设外接球的球心为O

半径为 r ，则 2 2 2r EO AE  ，① 2 2 2( )PD OE ED r   ②

由①②解得： 3r  ，三棱锥 P ABC 外接球的表面积为

24 12S r   ．故答案为：12 ．(此题依然可以用双距离单交线公

式，此处省略具体过程)
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专题 3 多面体的内切球

1． A； 2．C； 3． A； 4．
81
4

； 5．
81
32

；

6． 3215  ； 7．  2824  ； 8． 6 ； 9．
6
33
； 10．

3
2 .

专题 4 线面平行和面面平行的判定及性质

达标训练 1
一．选择题（共 19 小题）

1．B； 2．D； 3．B； 4．D； 5．D； 6．B； 7．C； 8．B； 9．A； 10．D； 11．C； 12．D； 13．C；

14．C； 15．B； 16．D； 17．D； 18．D； 19．B；

二．填空题（共 1 小题）

20．P是 CC1中点；

达标训练 2
一．选择题（共 6 小题）

1．A； 2．A； 3．B； 4．C； 5．D； 6．D；

二．填空题（共 1 小题）

7． 2；

专题 5 线面平行与面面平行解答题

1．【证明】（1）平行六面体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， 1 1/ /AB A B ， 1 1/ /AB A B ， AB 平面 1 1A B C， 1 1 / /A B  平面

1 1 / /A BC AB 平面 1 1A B C．

2．【解析】存在 P是 AM 的中点，理由：连接 BD交 AC 于O，取 AM 的中点 P，连接 OP，可得 / /MC OP，

MC  平面 BDP，OP 平面 BDP，所以 / /MC 平面 PBD．

3．【解析】取 PC的中点H ，连接 DH ，FH ，在三角形 PCD中，FH 为中位

线，

可得 / /FH BC ，
1
2

FH BC ，由 / /DE BC ，
1
2

DE BC ，可得 DE FH ，

/ /DE FH ，

四边形 EFHD为平行四边形，可得 / /EF DH ， EF  平面 PCD， DH 平面 PCD，即有 / /EF 平面 PCD．

4．【证明】取 1 1B D 中点G，连结 1AG、CG ，四边形 ABCD为正方形，O为 AC 与 BD 的交点，四棱

柱 1 1 1 1ABCD A BC D 截去三棱锥 1 1 1C BCD 后， OCGA //1 ，四边形 1OCGA是平行四边形， 1 / /AO CG ，

1AO  平面 1 1B CD ，CG 平面 1 1B CD ， 1 / /AO 平面 1 1B CD ．

5．【证明】 D ，E分别为 AB，BC的中点， DE 为 ABC 的中位线， / /DE AC ， 1 1 1ABC A BC 为棱

柱， 1 1/ /AC AC ， 1 1/ /DE AC ， 1 1AC  平面 1 1AC F ，且 DE  平面 1 1AC F ， 1 1/ /DE AC F ．
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6．【证明】M 为 PD的中点，直线 / /CM 平面 PAB．取 AD的中点 E，连接CM ，ME，CE ，则 / /ME PA，

ME  平面 PAB， PA平面 PAB， / /ME 平面 PAB．

/ /AD BC ， BC AE ， ABCE 是平行四边形， / /CE AB ．

CE  平面 PAB， AB 平面 PAB， / /CE 平面 PAB．

ME CE E  ，平面 / /CME 平面 PAB，

CM  平面CME， / /CM 平面 PAB

若M 为 AD的中点，连接CM ，由四边形 ABCD中， / /AD BC ， 90ADC PAB    ，
1
2

BC CD AD  ．

可得四边形 ABCM 为平行四边形，即有 / /CM AB，CM  平面 PAB，AB 平面 PAB， / /CM 平面 PAB．

7．【证明】连接 1A B，在△ 1A BC中， E 和 F 分别是 BC和 1AC的中点， 1/ /EF A B ，

又 1A B  平面 1 1A B BA， EF  平面 1 1A B BA， / /EF 平面 1 1A B BA．

8．【证明】证法一：如图所示，连接DG ，CD，设CD GF M  ，连接MH ．

在三棱台DEF ABC 中， 2AB DE ，G为 AC 的中点． / /DF GC


，四边形CFDG是平行四边形，

DM MC  ．又 BH HC ， / /MH BD ，又 BD 平面 FGH ，MH 平面 FGH ， / /BD 平面 FGH ．

证法二：在三棱台DEF ABC 中， 2AB DE ，H 为 BC的中点． / /BH EF


，

四边形 BHFE为平行四边形． / /BE HF ．在 ABC 中，G为 AC 的中点，H 为 BC的中点， / /GH AB ，

又GH HF H  ，平面 / /FGH 平面 ABED， BD  平面 ABED， / /BD 平面 FGH ．

9．【证明】 D 、E为 PC、 AC 的中点， / /DE PA ，又 PA 平面DEF ，DE 平面DEF ， / /PA 平

面 DEF ．

10．【证明】连接CE ，则 / /AD BC ，
1
2

BC AD ， E为线段 AD的中点，四边形 ABCE是平行四边形，

BCDE是平行四边形，

设 AC BE O  ，连接OF ，则O是 AC 的中点， F 为线段 PC的中点， / /PA OF ，

PA 平面 BEF，OF 平面 BEF， / /AP 平面 BEF．

11．【证明】（1） / /BC 平面GEFH ，平面GEFH平面 ABCD EF ，BC 平

面 ABCD， / /BC EF ， EF  平面 PBC，BC 平面 PBC ， / /EF 平面 PBC，

平面 EFGH平面 PBC GH ， / /EF GH ．

【解析】（2）连接 AC ， BD交于点O， BD交 EF 于点 K，连接OP，GK ．

PA PC ，O为 AC 中点， PO AC  ，同理可得 PO BD ，

又 BD AC O  ， AC  底面 ABCD，BD 底面 ABCD， PO 底面 ABCD，

又平面GEFH 平面 ABCD， PO 平面GEFH ， / /PO 平面GEFH ，

平面 PBD平面GEFH GK ， / /PO GK ，且GK 底面 ABCD GK 是梯形GEFH 的高

8AB  ， 2EB  ，
1
4

EB KB
AB DB

  ，
1 1
4 2

KB DB OB   ，即 K为OB中点，

又 / /PO GK ，
1
2

GK PO  ，即G为 PB中点，且
1 4
2

GH BC  ，

由已知可得 4 2OB  ， 2 2 68 32 6PO PB OB     ， 3GK  ，

故四边形GEFH 的面积
1 1( ) (4 8) 3 18
2 2

S GH EF GK       ．

12．【证明】如上图所示，由据题意得， E为 1B C的中点， D为 1AB 的中点，所以 / /DE AC．
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又因为DE  平面 1 1AAC C， AC 平面 1 1AAC C，所以 / /DE 平面 1 1AAC C．

13．【证明】（1）证明：连接 1AC 交 1AC于点 F ，则 F 为 1AC 的中点．

直棱柱 1 1 1ABC A BC 中，D，E分别是 AB， 1BB 的中点，故DF为三角形 1ABC 的中位线，故 1/ /DF BC ．

由于 DF 平面 1ACD，而 1BC 不在平面 1ACD中，故有 1 / /BC 平面 1ACD．

【解析】（2） 1 2AA AC CB   ， 2 2AB  ，故此直三棱柱的底面 ABC为等腰直角三角形．

由 D为 AB的中点可得CD 平面 1 1ABB A， 2AC BCCD
AB

  


．

2 2
1 1 6AD A A AD   ，同理，利用勾股定理求得 3DE  ， 1 3A E  ．

再由勾股定理可得 2 2 2
1 1AD DE AE  ， 1A D DE  ．


1 1

1 3 2
2 2A DES AD DE    ，


1 1

1 1
3C A DE A DEV S CD    ．

专题 6 线面垂直的判定与证明

1．【证明】在平行六面体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， 1AA AB ，四边形 1 1ABB A是菱形， 1 1AB A B  ．

在平行六面体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， 1AA AB ， 1 1 1 1AB BC AB BC   ．


1 1 1

1

1 1 1

,

,

AB A B AB BC
A B BC B
A B A BC BC A BC

 
 
  


面 面

1AB 面 1A BC，且 1AB 平面 1 1ABB A 平面 1 1ABB A 平面 1A BC．

2．【证明】矩形 ABCD所在平面与半圆弦CD所在平面垂直，所以 AD 半圆弦CD所在平面，CM 半圆

弦CD所在平面， CM AD  ，M 是CD上异于C， D的点． CM DM  ，DM AD D  ， CM 平

面 AMD，CM 平面CMB，平面 AMD 平面 BMC；

3．【证明】（1） PA PD ， E为 AD的中点， 可得 PE AD ，底面 ABCD为矩形，可得 / /BC AD，

则 PE BC ；

（2）由于平面 PAB和平面 PCD有一个公共点 P，且 / /AB CD，在平面 PAB
内过 P作直线 / /PG AB，

可得 / /PG CD，即有平面 PAB平面 PCD PG ，

由平面 PAD 平面 ABCD，又 AB AD ，可得 AB 平面 PAD，即有 AB PA ，

PA PG ；同理可得CD PD ，即有 PD PG ，

可得 APD 为平面 PAB和平面 PCD的平面角，由 PA PD ，可得平面 PAB 平面 PCD；

4．【证明】（1）在平行四边形 ABCM 中， 90ACM  ， AB AC  ，又 AB DA ．且 AD AC A  ，

AB  面 ADC， AB 面 ABC，平面 ACD 平面 ABC；

（2） 3AB AC  ， 90ACM  ， 3 2AD AM   ，
2 2 2
3

BP DQ DA    ，

由（1）得 DC AB ，又 DC CA ， DC 面 ABC，三棱锥Q ABP 的体积
1 1
3 3ABPV S DC 

1 2 1 1 2 1 13 3 3 1
3 3 3 3 3 2 3ABCS DC           ．
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5．【证明】（1）在四棱锥 P ABCD 中， 90BAP CDP    ， AB PA  ，CD PD ，

又 / /AB CD， AB PD  ， PA PD P  ， AB  平面 PAD，

AB  平面 PAB，平面 PAB 平面 PAD．

（2）设 PA PD AB DC a    ，取 AD中点O，连结 PO，

PA PD AB DC   ， 90APD  ，平面 PAB 平面 PAD，

PO 底面 ABCD，且 2 2 2AD a a a   ，
2
2

PO a ，

四棱锥 P ABCD 的体积为
8
3
，由 AB 平面 PAD，得 AB AD ，

1
3P ABCD ABCDV S PO   四边形

31 1 2 1 82
3 3 2 3 3

AB AD PO a a a a          ，解得 2a  ， 2PA PD AB DC     ， 2 2AD BC  ，

2PO  ， 4 4 2 2PB PC     ，该四棱锥的侧面积： PAD PAB PDC PBCS S S S S      侧

2 21 1 1 1 ( )
2 2 2 2 2

BCPA PD PA AB PD DC BC PB            

1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 8 2
2 2 2 2

             6 2 3  ．

6．【证明】四棱柱 1 1 1 1ABCD A BC D 截去三棱锥 1 1 1C BCD 后， 1 1/ /BD B D


，

M 是OD的中点，O为 AC 与 BD 的交点，E为 AD的中点， 1A E 平

面 ABCD，

又 BD 平面 ABCD， 1BD A E  ，

四边形 ABCD为正方形，O为 AC 与 BD 的交点， AO BD  ，

M 是OD的中点， E为 AD的中点， EM BD  ，

1A ME EE  ， BD 平面 1A EM ，

1 1/ /BD B D ， 1 1B D 平面 1A EM ，

1 1B D  平面 1 1B CD ，平面 1A EM 平面 1 1B CD ．

7．【证明】在 1 1 1ABC A BC 的直棱柱中， 1AA 平面 1 1 1A BC ， 1 1 1AA AC  ，

又 1 1 1 1AC A B ，且 1 1 1 1AA A B A ， 1AA 、 1 1A B 平面 1 1AA B B， 1 1AC 平面 1 1AA B B，

1 1/ /DE AC ， DE 平面 1 1AA B B，

又 1A F  平面 1 1AA B B， 1DE A F  ，

又 1 1A F B D ， 1DE B D D  ，且 DE、 1B D 平面 1B DE， 1A F 平面 1B DE，

又 1A F  平面 1 1AC F ，平面 1B DE 平面 1 1AC F ．

8．【证明】 PA CD ， 90PAB  ， AB与CD相交， PA 平面 ABCD，

BD  平面 ABCD， PA BD  ，

由
1
2

BC CD AD  ，可得 45BAD BDA    ， 90ABD  ， BD AB  ，

PA AB A  ， BD 平面 PAB， BD  平面 PBD，平面 PAB 平面 PBD．（此题第一问参考线面

平行部分）

9．【证明】（1）四边形 ABCD为菱形， AC BD  ，

BE  平面 ABCD， AC BE  ，则 AC 平面 BED，
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AC  平面 AEC，平面 AEC 平面 BED；

（2）设 AB x ，在菱形 ABCD中，由 120ABC  ，得
3
2

AG GC x  ，
2
xGB GD  ，

BE  平面 ABCD， BE BG  ，则 EBG 为直角三角形，
1 3
2 2

EG AC AG x    ，

则 2 2 2
2

BE EG BG x   ，

三棱锥 E ACD 的体积 31 1 6 6
3 2 24 3

V AC GD BE x     ，解得 2x  ，即

2AB  ，

120ABC   ， 2 2 2 12 cos 4 4 2 2 2 ( ) 12
2

AC AB BC AB BC ABC            ，即 12 2 3AC   ，

在三个直角三角形 EBA， EBD， EBC 中，斜边 AE EC ED  ，

AE EC ， EAC 为等腰三角形，则 2 2 2 12AE EC AC   ，即 22 12AE  ， 2 6AE  ，则 6AE  ，

从而得 6AE EC ED   ， EAC 的面积
1 1 6 6 3
2 2

S EA EC      ，

在等腰三角形 EAD中，过 E作 EF AD 于 F ，则 6AE  ，
1 1 2 1
2 2

AF AD    ，

则 2 2( 6) 1 5EF    ， EAD 的面积和 ECD 的面积均为
1 2 5 5
2

S     ，

故该三棱锥的侧面积为 3 2 5 ．

10．【解析】（1）如图，由 DE EC ， PD PC 知， E为等腰 PDC 中 DC边的中点，故 PE AC ，

又平面 PAC 平面 ABC，平面 PAC 平面 ABC AC ， PE 平面 PAC， PE AC ，

所以 PE 平面 ABC，从而 PE AB ．因为
2

ABC 
  ， / /EF BC ，故 AB EF ，

从而 AB与平面 PEF内两条相交直线 PE ， EF 都垂直，所以 AB 平面 PEF．

（2）设 BC x ，则在直角 ABC 中， 2 2 236AB AC BC x    ，从而 21 1 36
2 2ABCS AB BC x x    ，

由 / /EF BC 知
2
3

AF AE
AB AC

  ，得 AFE ABC ∽ ，故 22 4( )
3 9

AFE

ABC

S
S




  ，即

4
9AFE ABCS S  ，

由
1
2

AD AE ， 21 1 4 2 1 36
2 2 9 9 9AFD AFE ABC ABCS S S S x x        ，

从而四边形 DFBC的面积为： 2 2 21 1 736 36 36
2 9 18DFBC ABC AFDS S S x x x x x x        ．

由（Ⅰ）知， PE 平面 ABC，所以 PE 为四棱锥 P DFBC 的高．

在直角 PEC 中， 2 2 2 24 2 2 3PE PC EC     ，

故体积 21 1 7 36 2 3 7
3 3 18P DFBC DFBCV S PE x x        ，

故得 4 236 243 0x x   ，解得 2 9x  或 2 27x  ，由于 0x  ，可得 3x  或 3 3x  ．

所以： 3BC  或 3 3BC  ．



学习数学 领悟数学 秒杀数学

15

11．【解析】（1）在图 1中，因为
1
2

AB BC AD a   ， E是 AD的中点，
2

BAD 
  ，所以 BE AC ，

即在图 2中， 1BE AO ， BE OC ，从而 BE 面 1AOC，由 / /CD BE，所以CD 面 1AOC，

（2）即 1AO是四棱锥 1A BCDE 的高，根据图 1得出 1
2 2
2 2

AO AB a  ，

平行四边形 BCDE的面积 2S BC AB a  ，

2 3
1

1 1 2 2
3 3 2 6

V S AO a a a       ，由 32 36 2
6

V a  ，得出 6a  ．

12．【解析】（1）在 AOC 中，因为OA OC ，D为 AC 的中点，所以 AC DO ，

又 PO垂直于圆O所在的平面，所以 PO AC ，因为 DO PO O  ，所以 AC 平面 PDO．

（2）因为点C在圆O上，所以当CO AB 时，C 到 AB的距离最大，且最大值为 1，

又 2AB  ，所以 ABC 面积的最大值为
1 2 1 1
2
   ，又因为三棱锥 P ABC 的高 1PO  ，

故三棱锥 P ABC 体积的最大值为：
1 11 1
3 3
   ．

（3）在 POB 中， 1PO OB  ， 90POB  ，所以 2 21 1 2PB    ，

同理 2PC  ，所以 PB PC BC  ，

在三棱锥 P ABC 中，将侧面 BCP绕 PB旋转至平面 BC P ，使之与平面 ABP共

面，如图所示，

当O， E，C共线时，CE OE 取得最小值，又因为OP OB ，C P C B   ，

所以OC垂直平分 PB，即 E为 PB中点．从而
2 6 2 6
2 2 2

OC OE EC 
       ．

亦即CE OE 的最小值为：
2 6
2


．

13．【证明】 D 、E为 PC、AC 的中点，
1 3
2

DE PA   ；又 E 、F 为 AC 、AB的中点，
1 4
2

EF BC   ；

2 2 2DE EF DF   ， 90DEF  ， DE EF  ； / /DE PA ， PA AC ，

DE AC  ；

AC EF E  ， DE  平面 ABC； DE  平面 BDE，平面 BDE  平面

ABC．

14．【证明】（1） AB  平面 BCD，CD 平面 BCD， AB CD  ，

CD BD ， AB BD B  ， CD 平面 ABD；

【解析】（2） AB  平面 BCD， BD 平面 BCD， AB BD  ．

1AB BD  ，
1
2ABDS  ， M 为 AD中点，

1 1
2 4ABM ABDS S    ，

CD  平面 ABD，
1 1
3 12A MBC C ABM ABMV V S CD      ．

15．【证明】 ABD 中， 2AD  ， 1AB  ， 60BAD  ，所以 2 2 2 2 cos 3BD AB AD AB AD BAD     ，

所以 2 2 2AD AB BD  ，所以 AB BD ；

因为四边形 ABCD是平行四边形，所以 / /AB CD，所以 BD CD ；

又因为平面 PCD 平面 ABCD，且平面 PCD平面 ABCD CD ， BD 平面 ABCD，
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所以 BD 平面 PCD；因为 BD 平面MBD，所以平面MBD 平面 PCD．

16．【解析】（1）设 N为 1 1A B 的中点，连结MN ， AN 、 AC 、CM ，则四边形MNAC为所作图形．

由题意知 1 1/ /MN AC （或 / / )EF ，四边形MNAC为梯形，且
1 2 2
2

MN AC  ，

过M 作MP AC 于点 P，可得 8 4 2 3MC    ， 2
2

AC MNPC 
  ，

得 2 2 10MP MC QC   ，梯形MNAC的面积
1 (2 2 4 2) 10 6 5
2

     ．

【证明】（2）证法 1：在长方体中 1 1 1 1ABCD A BC D ，设 1 1D B 交 EF 于Q，连接DQ，

则Q为 EF 的中点并且为 1 1D B 的四等点，如图， 1
1 4 2 2
4

DQ    ，

由 DE DF 得 DQ EF ， 又 1EF BB ， EF  平 面 1 1BB D D ， 1EF D B  ， 1 1

1

1
2

DQ D D
D D DB

  ，

1 1DQD BD D   ， 1 1 1 1 90QD B DQD DD B BDQ       ， 1DQ D B  ， 1D B 平面 DEF ．

17．【证明】因为 1MN AC ，又 1MN AA ， 1 1 1AA AC A  ， 1AA 平面 1 1A ACC ， 1AC 平面 1 1A ACC ，

所以MN 平面 1 1A ACC ．因为MN 平面 1AMC，所以平面 1AMC 平面 1 1A ACC ．

18．【证明】（1） AB 是 O 的直径，点C是 O 上的动点， 90ACB  ，即 BC AC ．

又 PA 垂直于 O 所在的平面 ABC， BC 平面 O ， PA BC 

又 PA AC A  ， BC 平面 PAC．又 BC 平面 PBC，平面 PAC 平面 PBC ．

【解析】（2）由（1）知平面 PAC 平面 PBC，平面 PAC 平面 PBC PC ，过 A点作 PC
的垂线，垂足为 D，显然 AD 平面 PBC ，即 AD为三棱锥 A PBC 的高

在Rt PAC 中， 3, 3PA AC  ，所以 2 3PC  ，由 AD PC PA AC   ，得
3 3
2 3

PA ACAD
PC


 

即点 A到平面 PCB的距离为
3
2
，三棱锥点 A到平面 PBC的距离：

3
2

19．【证明】（1）四边形 ABCD是正方形，折起后 PE PA ，且 PA AB ，

60PAB   ， PAB 是正三角形， PB PA  ，

正方形 ABCD中， E为CD的中点， EA EB  ， PAE PBE   ， EPB EPA   ， PE PB  ，

PA PB P  ， PE 平面 PAB，又 PE 平面 PEC ，平面 PEC 平面 PAB．

（2）设正方形的边长为 a，由（1）知 PE 平面 PAB，且 PAB 是边长为 a的正三角形，

三棱锥 E PEC 的体积为
3
3

， 21 3 3
3 4 2 3E PAB

aV a     ，解得 2a  ．该三棱锥的表面积：
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PAE PBE PAB EABS S S S S       21 1 3 12 1 2 1 2 2 2
2 2 4 2

           4 3  ．

20．【证明】（1）因为平面 PAB 平面 ABCD，平面 PAB平面 ABCD AB ，PA AB ，PA平面 PAB，

所以 PA 平面 ABCD．又因为 BC 平面 ABCD，所以 PA BC ．

（2）方法一：取 PD中点 F ，连接 EF ， AF ．在 PCD 中， E， F 分别为 PC， PD的中点，

所以 / /EF DC且
1
2

EF DC ．又因为 / /AB DC 且
1
2

AB DC ，所以 / /AB EF 且 AB EF ．

所以四边形 ABEF为平行四边形．所以 / /BE AF ．因为 AF 平面 PAD， BE  平面 PAD，

所以 / /BE 平面 PAD．

方法二：取 DC中点G，连接 BG ， EG ．在 PCD 中， E，G分别为 PC， DC的中点，

所以 / /EG PD．又因为 PD 平面 PAD， EG  平面 PAD，所以 / /EG 平面 PAD．

因为 / /AB DG且 AB DG ，所以四边形 ABGD为平行四边形．所以 / /BG AD．

又因为 AD 平面 PAD， BG  平面 PAD，所以 / /BG 平面 PAD．

因为 / /EG 平面 PAD， / /BG 平面 PAD， EG BG G  ，所以平面 / /BGE 平面 PAD．

又因为 BE 平面 BGE，所以 / /BE 平面 PAD．

（3）因为 AP AD ， F 为 PD的中点，所以 AF PD ．又因为 / /BE AF ，所以 BE PD ．

因为 PA 平面 ABCD，DC 平面 ABCD，所以 PA DC ．因为 / /AB CD， 90DAB  ，所以 AD DC ．

因为 DC AD ，DC PA ，AD PA A  ，所以 DC 平面 PAD．又因为 AF 平面 PAD，所以 DC AF ．

又因为 / /BE AF ，所以 DC BE ．因为 BE DC ， BE PD ，DC PD D  ，所以 BE 平面 PDC ．

又因为 BE 平面 PDC，所以平面 PBC 平面 PDC ．

专题 7 线面垂直与面面垂直

1．B； 2．C； 3．C； 4．D； 5．C；6．C；7．B； 8．B； 9．C； 10．B； 11．C； 12．A； 13．D；

14．C； 15．C； 16．D； 17．A； 18．C； 19．C； 20．B； 21．B； 22．D；23．A； 24．B； 25．D；

26．D； 27．D； 28．B； 29．B.
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第二章 数列参考答案

专题 1 高考中的数列基础知识

等差数列：

1．B；2．C；3．C；4．B；5．B；6．A；7．C；8．B；9．A；10．C；11．B；12．B；13．B；14．B；
15．B；16．A；17．A；18．A；19．C；20．B；21．14；22． 36  nan ；23．20；24．6；25．10；26．27；

27．8；28． nn
6
7

6
5 2  ；29．20；30．15；31．35；32．1； 1 ( 1)

4
n n  ；33．74；34．﹣1；35．110；36．81；

37．63；

38．（1）{ }na 是等差数列，且 1 2a ln ， 2 3 5 2a a ln  ．可得： 12 3 5 2a d ln  ，可得 2d ln ，{ }na 的通项

公式； 1 ( 1) 2na a n d nln    ，

（2） 2 2
n

na ln ne e  ， 1 2 1 2 3 12(1 2 )2 2 2 2 2 2
1 2

n

n
aa a n ne e e 

        


．

39．（1）等差数列{ }na 中， 1 7a   ， 3 15S   ，

1 7a   ， 13 3 15a d   ，解得 1 7a   ， 2d  ， 7 2( 1) 2 9na n n       ；

（2） 1 7a   ， 2d  ， 2 9na n  ， 2 2 2
1

1( ) (2 16 ) 8 ( 4) 16
2 2n n
nS a a n n n n n          ，

当 4n  时，前 n项的和 nS 取得最小值为 16 ．

40．【解析】（1） ( )I 由 2 2 4 3n n na a S   ，可知 2
1 1 12 4 3n n na a S    

两式相减得 2 2
1 1 12( ) 4n n n n na a a a a      ，即 2 2

1 1 1 12( ) ( )( )n n n n n n n na a a a a a a a         ，

0na  ， 1 2n na a   ， 2
1 1 12 4 3a a a   ， 1 1a   （舍 )或 1 3a  ，

则{ }na 是首项为 3，公差 2d  的等差数列， { }na 的通项公式 3 2( 1) 2 1na n n    

（2） 2 1na n  ，
1

1 1 1 1 1( )
(2 1)(2 3) 2 2 1 2 3n

n n

b
a a n n n n

    
   

，

数列{ }nb 的前 n项和
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )
2 3 5 5 7 2 1 2 3 2 3 2 3 3(2 3)n

nT
n n n n

        
   

．

等比数列：
1．B；2．C；3．C；4．C；5．D；6．C；7．D；8．B；9．A；10．B；11．A；12．A；
13．﹣63；14．32；15．1；121；16．64；17．1；18． 13 n ；19．6；20．5；21．4；22．50；23． 1)2(  n ；

24．63；25．2； 22 1 n ；26．2；27． 1
4
；28．﹣7；

29．【解析】（1）等比数列{ }na 中， 1 1a  ， 5 34a a ．
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4 21 4 (1 )q q     ，解得 2q   ，当 2q  时， 12nna
 ，当 2q   时， 1( 2)nna

  ，

{ }na 的通项公式为， 12nna
 ，或 1( 2)nna

  ．

（2）记 nS 为{ }na 的前 n项和．当 1 1a  ， 2q   时， 1(1 ) 1 ( 2) 1 ( 2)
1 1 ( 2) 3

n n n

n
a qS

q
    

  
  

，

由 63mS  ，得
1 ( 2) 63

3

m

mS
 

  ，m N ，无解；

当 1 1a  ， 2q  时， 1(1 ) 1 2 2 1
1 1 2

n n
n

n
a qS

q
 

   
 

，

由 63mS  ，得 2 1 63m
mS    ，m N ，解得 6m  ．

30．【解析】（1）数列{ }na 满足 1 1a  ， 1 2( 1)n nna n a   ，则：

1

1 2
n

n

a
n
a
n



  （常数），由于 n
n

ab
n

 ，故： 1 2n

n

b
b
  ，

数列{ }nb 是以 1b为首项，2为公比的等比数列．整理得： 1 1
1 2 2n n

nb b    ，所以： 1 1b  ， 2 2b  ， 3 4b  ．

（2）数列{ }nb 是为等比数列，由于 1 2n

n

b
b
  （常数）；

（3）由（1）得： 12nnb
 ，根据 n

n
ab
n

 ，所以： 12nna n   ．

31．【解析】（1） 1n nS a  ， 0  ． 0na  ．

当 2n� 时， 1 1 11 1n n n n n n na S S a a a a             ，即 1( 1) n na a    ，

0  ， 0na  ． 1 0   ．即 1  ，即
1 1
n

n

a
a







， ( 2)n� ，

{ }na 是等比数列，公比
1

q 





，当 1n  时， 1 1 11S a a   ，即 1
1

1
a





， 11 ( )

1 1
n

na


 
  

 
．

（2）若 5
31
32

S  ，则若 4
5

1 311 [ ( ) ]
1 1 32

S 
 

   
 

，即 5 31 1( ) 1
1 32 32



   


，则
1

1 2


 


，得 1   ．

32．【解析】（1） 设等差数列{ }na 的公差为 d， 3 2a  ，前 3项和 3
9
2

S  ．

1 2 2a d   ， 1
93 3
2

a d  ，解得 1 1a  ，
1
2

d  ．
1 11 ( 1)
2 2n

na n 
     ．

（2） 1 1 1b a  ， 4 15 8b a  ，可得等比数列{ }nb 的公比 q满足 3 8q  ，解得 2q  ．

{ }nb 前 n项和
2 1 2 1
2 1

n
n

nT


  


．

33．【解析】（1）因为 2 3 3n
nS   ，所以 1

12 3 3 6a    ，故 1 3a  ，当 1n  时， 1
12 3 3n

nS


   ，
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此时， 1 1
12 2 2 3 3 2 3n n n

n n na S S  
      ，即 13nna

 ，所以 1

3, 1
3 , 1.n n

n
a

n


  

．

（2）因为 3logn n na b a ，所以 1
1
3

b  ，当 1n  时， 1
33 log 3n

nb
  1 1( 1) 3n nn    ，所以 1 1

1
3

T b  ；

当 1n  时， 1 2 1
1 2

1 (1 3 2 3 ( 1) 3 )
3

n
n nT b b b n             ，

所以 0 1 2 23 1 (1 3 2 3 3 3 ( 1) 3 )nnT n            ，

两式相减得：
1

0 1 2 2 1 1
1

2 2 1 3 13 6 32 (3 3 3 3 ( 1) 3 ) ( 1) 3
3 3 1 3 6 2 3

n
n n n

n n

nT n n


    


 
              

 
，

所以
13 6 3
12 4 3n n

nT 
 


，经检验， 1n  时也适合，综上可得

13 6 3
12 4 3n n

nT 
 


．

34．【解析】设{ }na 的公比为 q，由题意得： 1
2

1 1

6
6 30


  

a q
a a q

，解得： 1 3
2

a
q


 
或 1 2

3
a
q


 
，

当 1 3a  ， 2q  时： 13 2nna
  ， 3 (2 1)n

nS    ；

当 1 2a  ， 3q  时： 12 3nna
  ， 3 1n

nS   ．

35．【解析】（1）设数列{ }na 的公比为 q，由 2
3 2 69a a a 得 2 2

3 49a a ，所以 2 1
9

q  ．

由条件可知各项均为正数，故
1
3

q  ．由 1 22 3 1a a  得 1 12 3 1a a q  ，所以 1
1
3

a  ．

故数列{ }na 的通项式为
1
3n na  ．

（2） 3 1 3 2 3
( 1)log log log (1 2 )
2n n

n nb a a a n 
         ，

故
1 2 1 12( )

( 1) 1nb n n n n
    

 
则

1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 22[(1 ) ( ) ( )]
2 2 3 1 1n

n
b b b n n n
          

 
，

所以数列
1{ }
nb

的前 n项和为
2
1
n

n



．

错位相减：

1.（1） n
na 2 ；（2）5﹣ 2 5

2n
n 

．

2．（1）{ }na 的通项公式为 23  nan ，{b }n 的通项公式为 2nnb  ．（2） 162)43( 2  nn ．

3．（1）
12

2



n

an ．（2） 11
2 1n




= 2
2 1
n
n 

．

4．（1） 56  nan ； 4 3( 1) 3 1nb n n     ；（2） 23 2nnT n   ．

5．（1） ( )nb n n N   ；（2） 1( 1) 2 2( )n
nT n n N      ．

6.（1） 12nna
 ，n∈N*； 2 1nb n  ，n∈N*．（2） (2 3) 2 3( )n

nS n n N      ．

7．（1） )792(
9
1

 nan ， 129 ( )
9

n
nb

  ；（2） nT  1

2 36
2n
n




 ．
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8．（1） 12)1(21  nnan ；（2）∴ nT 
1(3 1) 4 4

9

nn   
．

9．（1） 1 12 (n 2) 1
2 2na n      ，（2） 1 1 1

3 1 1 2 4(1 ) 2
2 2 2 2 2n n n n

n nS   

 
      ．

10．（1）数列{ na
n
}是以 1为首项，以 1为公差的等差数列；（2） 12 1 33

4 4
n

n
nS 

  

11．（1） 12  ncn ；（2） ( 1)3 1n
nS n   ．

12．（I） 1 11 ( 1)
2 2n

na n 
    （II）

1
2)

1
11(2







n
n

n
13．（1）{ }na 的通项公式 12nna

 ；（2） n
n nT 2)1(1  ．

14．（1） 2na n ．（2）数列{b }n 的前 n项和 nT 为
22 n

n
．

15．（1）{ }na 的通项公式为 1 ( 1)d 1 ( 1)( 1) 2na a n n n         ；（2）
n

n
n 21

)
12

11(2





 ．

16．（1） 2 1na n  ， ( )n N  ．（2） nn
nT
2

323 
 ．

17．（1）略；（2） 2 1na n  ；（3）略

18．（1） 2nna  ．（2） 22)1( 1  n
n nT ．

19（1） 3 1na n  ， 2nnb  ．（2） 12)43(8  n
n nT ． 118  nnn baT ( ,n 2)n N   ．

20．（I） 2na n  ；（II） 12n n

nS  ．

数列构造

1. C ；2.A；3.A ；4.D；5.B 6.
n
1

 ．7．
5
2
；8．1；9．47；10．11；11．

12
1
n

；12． nn 62 2  ；13．

12 1 n ；14．1023；15． 132 1  n ；16． 12n ( )n N  ；

17．（1）
8
7

4 a ；（2）数列 }
2
1{ 1 nn aa  是以 1

2
1

12  aa 为首项，公比为
2
1
的等比数列；

（3）数列{ }na 的通项公式是 11(2 1) ( )
2

n
na n   

.

18．（1）{b }n 是首项为 1，公差为 2的等差数列．（2）{ }na 的通项公式 2 2( 1) 1 2 2na n n n     

19．（1） )1(
6
51 1  nn aa ，（2） 15n  ．

20．【解析】（1） 12 )1(  nn
n ccna ，（2） ),1[)

6
131,( 




21．（1） 41 b ,
4
17

2 b ,
17
72

3 b

（2） )2(17141   nbbbc nnnn ）所以 ncccs nn 1721 

22【解析】（1）{b }n 是以 1为首项，
2
1

 为公比的等比数列．（2） 1)
2
1(

3
2

3
5  n

na ( )n N  ．

23．【解析】（1）{b }n 是以 31 b 为首项、以 2为公比的等比数列．（2） 22)13(  n
n na ( )n N  ．
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24．（1） 1

12
2n nb   ．（2） 4

2
21n 1 


 nn
nnS ）（ ．

25．（1） 1)1( 1  n
n caa ．（2） n

n nS )
2
1)(2(2  ．

（3）证明：由（1）知 1)1( 1  n
n caa ．若 11)1(0 1  nca ，则 1)1(0 1  nca 0＜（1﹣a）cn﹣1＜1．因

为 10 1  aa ， )(
1
10 1  


 Nn
a

cn ,由于 01 nc 对于任意 Nn 成立，知 0c ．下面用反证法证明 1c ．

假设 1c ．由函数 xcxf )( 的图象知，当 n 时， 1nc ，所以
a

cn




1
11 不能对任意 Nn +恒

成立，导致矛盾．∴ 1c ．因此 10  c
26．（1） 6222 22

12  Sa ， 82 S ； ,16282 33
23  Sa 242 S ， 402434  Sa ；

（ 2 ） }2{ 1 nn aa  是 首 项 为 2 ， 公 比 为 2 的 等 比 数 列 ． （ 3 ）

1
1

1
12

2
211 2)1(2)2(2...)2(2)2 

  nnn
nnnnn naaaaaaaa （

27．（1）




















1,

1,
1

11
1

qn

q
q
q

a

n

n （2）由（1），当 1q 时，显然 3a 不是 6a 与 9a 的等差中项，故 1q ．由

3963 aaaa  可得 8225 qqqq  ，由 0q 得 63 11 qq  ，①整理得 02)( 323  qq ，解得 23 q 或

13 q （ 舍 去 ）． 于 是 3 2q ． 另 一 方 面 ， )1(
11

3
112

3 









 q
q

q
q
qqaa

nnn

nn ，

)1(
11

6
151

6 q
q

q
q
qqaa

nnn

nn 









 ．由①可得 nnnn aaaa   63 ，n∈N*．所以对任意的 n N  ， na 是 3na

与 6na 的等差中项．

专题 2 裂项相消

1．【解析】（1）由 1 2 3
1 1 1
3 5 2 1 na a a a n

n
   


，得 1 1a  ，当 2n� 时， 1 2 3 1

1 1 1 1
3 5 2 3 na a a a n

n     


，


1 1

2 1 nan



， 2 1( 2)na n n  � ， 1 1a  适合上式， 2 1na n   ；

（2） 1
1

11

1 1 1( ) ( 2 1 2 1)
2 2

n n
n n

n nn n

a a
a a n n

a aa a






      


．

数列
1

1{ }
n na a 

的前 84项和 84
1 1( 3 1 5 3 169 167) (13 1) 6
2 2

S          ．

2．【解析】依题意， 5 nan ， 02 12   nnn bbb ， 12 2   nnn bbb即 ，  为等差数列nb ，令 nb 得前

n和为， nS 所以， 





 


2

119153 7
9

bS ， 237 b ， 3d ， 23  nbn ；

（2）由（1）得，    ,1212
1




nn
cn   5712

k
n
nTn 


 任意的 *Nn 都成立，

  18,,19,
3
1

572
1

3
1

12









 kZkkk

n
nTn ，所以，容易判断 ．
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3．【解析】 1
1
2

a  ， 2 1a  ， *
1 1( , 2)n n na a a n N n    � ，可得 3

3
2

a  ， 4
5
2

a  ， 5
8
2

a  ， 6
13
2

a  ， 7
21
2

a  ，

，

则
1 3 2 4 3 5 2018 2020

1 1 1 1
a a a a a a a a

  
4 4 4 4 4

1 3 2 5 3 8 5 13 mn
    

   

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 14[ (1 ) ( ) ( ) ( ) ]
2 3 3 2 5 5 3 8 8 5 13 m n

         

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14( )
2 6 6 15 15 40 40 8 13 m n

         


1 1 44( ) 2
2 n n

    ，由于
4 (0,1)
n
 ，则

42 (1,2)
n

  ，则
1 3 2 4 3 5 2018 2020

1 1 1 1
a a a a a a a a

   的整数部分为 1．故选

B．

4．【解析】数列{ }na 满足 2
1 2 3

1 1 1
2 3 na a a a n n

n
     ，①

当 2n� 时， 2
1 2 3 1

1 1 1 ( 1) ( 1)
2 3 1 na a a a n n

n       


，②

① ②得：
1 2na n
n

 ，故： 22na n ，数列{ }nb 满足： 2 2 2 2
1

2 1 2 1 1 1 1[ ]
4 ( 1) 4 ( 1)n

n n

n nb
a a n n n n

 
   

 
，

则： 2 2 2
2 2

1 1 1 1 1 1[1 ( ) ( ) ( ) ]
4 2 2 3 ( 1)nT n n

     


， 2

1 1(1 )
4 ( 1)n

 


，

由于 ( *)
1n

nT n N
n

 


恒成立，故： 2

1 1(1 )
4 ( 1) 1

n
n n

 
 

，整理得：
2

4 4
n
n

 



，当 1n  时，

2 1 3( )
4 4 8max
n
n





．

故选 D．

5．【解析】

            


































12
1

12
1

4
1

4
1

1212
11

4
1

1212
11-4

4
1

1212
4

4
1

1212

222

nnnnnn
n

nn
n

nn
nan












124
1

4 n
nnSn

6．【解析】

                 ！！！！！！！！！！！！ 2
1

1
1

1
1

22
2

21
2

21
2























nnnnnnn

n
nnnn

n
nnn

nan

    )!2(
1

2
1

21
2

432
4

321
3S∴














nnnn

n
n

！！！！！！！！！！


7．【解析】        21
75

1
25

21
45














nn
n

nn
n

nnn
nan ，则      212

117
21

75
2
7 2










nn
nn

nn
nSn ，故存在

符合题意11,7  ba

8．【解析】     nnn nnnn
n

21
1

2
1

2
1

1
2

1 








 ，   nnn nnn
nS

2)1(
11

2
1

1
2

2
1

32
7

2
1

21
3

2 











 

9．【解析】（1） *1( )
2
n

n
Sa n N   ， 1

1 1
2
n

n
Sa 

   ，两式作差可得： 1
1( ) 0

2
n n

n n
S Sa a 




   ， 1 2n na a  ，
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即 1 2n

n

a
a
  ．在 1

2
n

n
Sa   中取 1n  ，可得 1 2a  ．数列{ }na 是首项为 2，公比为 2的等比数列，则 2nna  ；

（2）证明： *

1

2 ( )
( 1)( 1)

n

n
n n

b n N
a a 

 
 

， 1 1

2 1 1
(2 1)(2 1) 2 1 2 1

n

n n n n nb    
   

，

 1 2 2 3

1 1 1 1( ) ( )
2 1 2 1 2 1 2 1nT    
    1 1

1 1 1( ) 1
2 1 2 1 2 1n n n    

  
． nT 是一个单调递增数列，

当 1n  时， 1 2

1 2( ) 1
2 1 3n minT T   


，当 n时， 1nT  ．

2[ ,1)
3nT  ．

10．【解析】（1）因为
1 2 3

1 2 3
1 1 1 1n

n n
a a a a

    
   

①当 1n  时， 1 2a  ，

当 2n� 时，
1 2 3 1

1 2 3 1 1
1 1 1 1n

n n
a a a a 


     

   
②由① ②得： 1na n  ，

因为 1 2a  适合上式，所以 *1( )na n n N  

（2）证明：由（Ⅰ）知， 2 2 2 2 2 2
1

2 1 2 1 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n

n n

n nb
a a n n n n

 
   

   

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 1
1 2 2 3 ( 1) ( 1)nT n n n

        
 

 2

1 0
( 1)n




，即 1nT  ．

11．【解析】（ 1） 1
11
2

n
n

n

aa
a


 


， 1na   且 1 1a  ，

1

21
1 1

n

n n

a
a a




 
，即

1

( 1) 11
1 1

n

n n

a
a a

 


 
，


1

1 1 1
1 1n na a

 
 

，

数列
1
1na

 
 

 
是等差数列，

1 1 ( 1) 1
1 2n

n
a

  


 ，
1 2 1
1 2n

n
a





，

3 2
2 1n

na
n





．

（2）由（1）知
2

2 1nb n



， 1 1

1
2 2( 1) ( 1)

2 1 2 1
n n

n n nc nb b n
n n

 
   

 
  ， 1 1 1( 1) ( )

2 1 2 1
n

nc n n
  

 

2019
1 1 1 1 1 1 1 4040(1 ) ( ) ( ) ( )
3 3 5 5 7 2 2019 1 2 2019 1 4039

S         
   

．

12．【解析】（1）由题意， 21 2

2 3 1
naa a n n

n
   


，当 2n� 时， 211 2 ( 1) 1

2 3
naa a n n
n
      ，

两式相减得， 2
1

na n
n




，即 2 ( 1)( 2)na n n n  � ．当 1n  时， 1 4a  也符合， 2 ( 1)na n n   ；

（2） 1 1 1 1 1( )
2 ( 1) 2 1n

n

b
a n n n n

   
 

，
1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) (1 )
2 2 2 3 1 2 1 2( 1)n

nS
n n n n

        
  

．

由
9

2( 1) 20n
nS
n

 


，解得 9n  ．满足
9
20nS  的最小正整数 10n  ．

13．【解析】（1）等比数列 { }na 的前 n项和是 nS ，且 12nnS b  ， 1n  时， 1 1 4a S b   ； 2n� 时，

1
1 2 2 2n n n

n n na S S b b
       ，由于数列为等比数列，可得 4 2b  ，即 2b  ；则 2nna  ， *n N ；

（2）证明： 1
1

2
( 1)( 1) (2 1)(2 1)

n
n

n n n
n n

ab
a a 



 
    1

1 1
2 1 2 1n n 

 
，
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前 n项和 1

1 1 1 1 11
4 1 4 1 8 1 2 1 2 1n n nT      
     1

11
2 1n 


，

由于 12 1 3n  � ，可得 1

1 10
2 1 3n


� ，则

2
3nT� ．

14．【解析】由 2
1n n na a a   ，得 2

1 ( 1) 6n n n n na a a a a     � ，
1

1 1 1 1
( 1) 1n n n n na a a a a

  
 

，


1

1 1 1
1n n na a a 

 


，
1 2 1 2 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) (0, )
1 1 1 2 2n n n na a a a a a a a a a 

          
  

，


1

1
1

n n

n n

a a
a a 

 


， 1 2

1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1( )
1 1 1 2 2 2 6 3

m
m

m m m

aa aT m m m m
a a a a a 

              
  

2018mT  ，
1 2018
3

m   ，
12018
3

m   正整数m的最大值为 2018， 故选： B

15．【解析】 1
6
5

a  ， *1 1( )
1

n
n

n

aa n N
a
 

 


，可得 1 1a  ， 1 0na   ， 1 1 0na    ，即有 1( 1) 1n n na a a    ，

取倒数可得
1

1 1 1 1
( 1) 1 1n n n n na a a a a

  
  

，即有
1

1 1 1
1 1n n na a a 

 
 

，

1 2 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1n n na a a a a a a a a 

       
      1 1 1

1 1 15 5
1 1 1n na a a 

    
  

，

由对 *n N ，都有
1 2

1 1 1

n

k
a a a

   成立，可得 5k� ，则 k的最小值为 5．故选：C．

16．【解析】 1
4
3

a  ，且 *
1 1 ( 1)( )n n na a a n N     ， 2

1 1 0n n na a a     ， 1n na a  ，数列{ }na 是单调

递增数列，可得 2
4 4 41 ( 1) 1
3 3 9

a       ， 3
13 13 521 ( 1)
9 9 81

a      ， 4
69161 1
6561

a    ，， 2018 1 1a   ．


1

1 1 1 1
1 ( 1) 1n n n n na a a a a

  
  

，可得：
1

1 1 1
1 1n n na a a 

 
 

，

1 2 2017 1 2 2 3 3 4 2017 2018

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1a a a a a a a a a a a

         
       

2018

13 (2,3)
1a

  


．
1 2 2017

1 1 1
a a a
  的整数部分是 2．故选：C．

17．【解 析】 1 1a  ， 2
1 1n n na a a    ， 

1

1 1 1 1
( 1) 1n n n n na a a a a

  
 

，即
1

1 1 1
1n n na a a 

 


，则

11
1 1

n

n n

a
a a

 
 

，

则 20181 2

1 2 2018 1 2 2018

1 1 12018 ( )
1 1 1 1 1 1

aa a
a a a a a a
     

     
，


1 2 2018 1 2 2 3 2018 2019 2019

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 1 1a a a a a a a a a a

         
  

，

 20181 2

1 2 2018 1 2 2018 2019 2019

1 1 1 1 12018 ( ) 2018 1 2017
1 1 1 1 1 1

aa a
a a a a a a a a
          

     
，


2019

1 (0,1)
a

 ，
2019

1[2017 ] 2017
a

   ，即 20181 2

1 2 2018

[ ] 2017
1 1 1

aa a
a a a
  

  
，故答案为：2017

18．【解析】由题设知， 1 1 ( 1)n n na a a    ，
1

1 1 1 1
1 ( 1) 1n n n n na a a a a

  
  

，
1

1 1 1
1 1n n na a a

 
 

，
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通过累加，得
1 2 2014 1 2015

1 1 1 1 12
1 1

m
a a a a a

     
 

．由 2
1 ( 1) 0n n na a a    � ，即 1n na a � ，

由 1
3
2

a  ， 2
7
4

a  ， 3
37
16

a  ． 2019 2018 2017 3 2a a a a  � � � � ， 2019 1 1a   ，
2019

10 1
1a

  


， 1 2m   ，

所以m的整数部分为 1．故选： B．

19．【解析】数列{ }na 满足 1
4
3

a  ， *
1 1 ( 1)( )n n na a a n N     ．可得： 2

1 ( 1) 0n na a an     ， 1n na a  ，

因此数列{ }na 单调递增．则 2
4 11
3 3

a    ，可得 2
13
9

a  ，同理可得： 3
133
81

a  ， 4
13477
6561

a  ．
3

1 81 1
1 52a
 


，

4

1 6561 1
1 6916a
 


，另一方面：

1

1 1 1
1 1n n na a a 

 
 

，
1 2

1 1 1
n

n

S
a a a

   

1 2 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 3
1 1 1 1 1 1 1n n na a a a a a a 

       
      

，

当 1n  时， 1
1

1 3
4

S
a

  ，其整数部分为 0；当 2n  时， 2
3 9 231
4 13 52

S     ，其整数部分为 1；

当 3n  时， 3
3 9 81 3552
4 13 133 6561

S      ，其整数部分为 2；当 4n� 时，
1

12 1 (2,3)
1n

n

S
a 

   


，其整数部

分为 2．综上可得： nS 的整数部分的所有可能值构成的集合是{0，1， 2}．故选： A．

20．【解析】

1
1
2

a 
2 2

1
1 2

1 1

2018 2018 2018 1 1 1( *) = =
2018 2018 20182018 +2018 +2018

n n n n
n n

n n n n n n

a a a a
a a n N

a a a a a a



 

 
         

 

故
1 1 1 1

1 1 1 12
2018

n

i n nia a a a  

   
 ，

2

1 ( *)
2018

n
n n

a
a a n N    ，

2

1 0
2018

n
n n

a
a a    ，即 1n na a  ，数

列{ }na 单调递增，即题目要符合条件：
1 2 1

1 1 1 12 1
2018 2018 2018 nna a a a

     
  

 ，且 1
2
1

1  na ；

1 2 1

1 1 1
12018 1 2018 2018 2018 2018
2

1 1

na a
n n

a 

 
    

    
 ，即 1

2019
1


n
， 2020n ，使 1na  的正整数 n的

最小值是 2020，故选C．

21．【解析】证明：（1）由题意，可知： 2 2
12 2 4 4 ( 2) 0n n n n na a a a a       � ， 1n na a � ，数列{ }na 是单

调递增数列．又 1 3a  ， 1 1 3 0n na a a   � � � ， 2 2
1( 2) ( 2) 1 0na a     � � ． 1n na a  ．

（2）由题意，可知： 2
12 2 4n n na a a    ， 2

12 4 2n n na a a    ．即： 12( 2) ( 2)n n na a a   

1

1 1 1 1 1( )
2( 2) ( 2) 2 2n n n n na a a a a

   
   1

1 1 1
2 2n n na a a 

  
 

．


1 2 3 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2n n na a a a a a a a a a 

        
      1 1 1

1 1 11
2 2 2n na a a 

   
  

．
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*n N ，又由（Ⅰ），知： 1 2
7
2na a � ，

1 2 3 1

1 1 1 1 1 11
2 3n na a a a a 

    


� ；

又由 12( 2) ( 2)n n na a a    ，得：
1 1

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )
2 2 3 2 3 2 3

n n

n n n na a a a a

  
   

  � � � ，


1 2 3 1

1 1 1 1 1 21 1 ( )
2 3

n

n na a a a a 

     


� ．
1 2 3

1 1 1 1 1 21 ( ) ( *)
3 3

n

n

n N
a a a a
    � � ．命题得证．

21．【解析】（1）令   nnnnn aaaam
2
1,

2
11 1   成等比数列，故，则， ，

 
211
nbbbbb nnnn  成等差数列，，

（2）
83

2,
23

4 2









n
nncn

nc
ncb n

n

n
n

（3）
nnnn

n
c
ad nnn
n

n
n 22

1
)2(2

1
)2(2

83








 ，

]
2
1

)2(2
1[)

22
1

42
1()

12
1

32
1( 2021 nn

T nnn  














 
)2(2

1
)1(2

1
22

1
12

1
101 










  nn nn ，而

当 2≥n 时， nnn a
nn

n =<
++

+<
2
1

)23(2
53

0 2 ，故
2
5

2
5

 nn aT ．

23．【解析】（1） 02 a
4
3

3 a，
5
8

4 a， .

（2）假设存在使数列










na
ana

n

n 成为以 1— 为公差的等差数列，

 
，化简可得，1

1
1

1

1 











na
ana

na
naa

n

n

n

n 2a

（3）
1

22 2








n
nnan

na
na

n
n

n ， ，

  




























 






2
2

22 32

1

3

1
2
1

3
1

)2(
3

3

1 2
2

2
2 nn

n nn
nn
n

a

n

n

       
12

132

32

1

31

1
2
1

12
132

32

1

31

1
6
1

3

1
2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1




















































  nnnnn

nnnn
S

24．【解析】（1）数列{ }nx 满足 1 1x  ， 2
1n n nx x x   ， *n N ，设

1

1
1

n

n i
i

P
x







，
1

1
1

n

n
i i

S
x


 ，

可得 2
1 (1 )n n n n nx x x x x     ，即有

1

1
1

n

n n

x
x x 




，
1

1 1 1 1
(1 ) 1n n n n nx x x x x

  
 

，即有
1

1 1 1
1 n n nx x x 

 


，

可得 51 2 1
5 5

2 3 6 1 2 2 3 5 6 6 1 6

1 1 1 1 1 1 1 1xx x xP S
x x x x x x x x x x x x

           
6 6

1 11 1
x x

    ；

（2） 1 1x  ， 2
1n n nx x x   ， *n N ，可得

1

1 1 11 1 ( )
1 1

i

i i i i

x
x x x x 

    
 

，

可得
2019

1 1 2 2 3 2019 2020

1 1 1 1 1 12009 ( )
1

i

i i

x
x x x x x x x

      


2020 2020

1 12019 1 2018
x x

     ，
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由 1 1x  ， 2
1 1n n nx x x    ，可得

2020

1 (0,1)
x

 ，即有
2019

1
[ ] 2018

1
i

i i

x
x


 ；

（3）设定义在正整数集 *N 上的函数 ( )f n 满足，当
( 1) ( 1) ( *)
2 2

m m m mn m N 
 � 时， ( )f n m ，

当 1m  时， 0 1n � ，可得 f （1） 1 ；

当 2m  时，1 3n � 时， f （2） f （3） 2 ；

当 3m  时， 3 6n � 时， f （4） f （5） f （6） 3 ，

，m k 时，可得 ( ) (f n k k 个 )k ，

可得
1

( ) 1 (2 2) (3 3 3) (4 4 4 4) ( )
n

i
f i k k k



              2 2 2 21 2 3 4 k     ，

由 2 2 2 2 2 18 (18 1)(2 18 1)1 2 3 4 18 2109
6

   
      ，由 2109 90 2019  ， 90 18 5  ，

可得当
1 18 (18 1) 5 166
2

n       时，满足
1

( ) 2019
n

i
f i



 ．

专题 3 经典的一阶递推

1．【解析】数列{ }na 的首项 1 1a  ，且满足 1
1( ) ( )
2

n
n na a n N 
     ，可得

1 2 1 3 2 1( ) ( ) ( )n n na a a a a a a a       

1

11
1 1 1 2 1( 2)1 ( ) ( ) [1 ( ) ]12 4 2 3 21

2

n
n n


          


，存在正整数 n，使得 1( )( ) 0n na a    成立，

当 n为偶数时，
2 1[1 ( ) ]
3 2

n
na   ，递增，可得 na 的最小值为 2

1
2

a  ； 1
1

2 1[1 ( ) ]
3 2

n
na


   ，递减，可得 1na  的

最大值为 3
3
4

a  ，可得 1n na a   ，即有
1 3
2 4

  ；当 n为奇数时，
2 1[1 ( ) ]
3 2

n
na   ，递减，可得 na 的最

大值为 1 1a  ； 1
1

2 1[1 ( ) ]
3 2

n
na


   ，递增，可得 1na  的最小值为 2

1
2

a  ，可得 1n na a   ，即有
1 1
2

  ；

则 的取值范围是
1(
2
，1)，故选C ．

2．【解析】由题意，可知： 24 16 15 (2 3)(2 5)n n n n     ， 1(2 5) (2 3) (2 3)(2 5)n nn a n a n n       ，

等式两边同时除以 (2 3)(2 5)n n  ，可得： 1 1
2 3 2 5

n na a
n n

  
 

，可设
2 5

n
n

ab
n




，则 1
12 5

n
n

a b
n





，

1 1n nb b   ，即： 1 1n nb b   ． 1
1

21 7
2 1 5 3
ab    
  

 ．数列{ }nb 是以 7 为首项，1 为公差的等差数

列．
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7 ( 1) 1 8nb n n        ， *n N ． 2( 8)(2 5) 2 21 40na n n n n       ．可把 na 看成关于 n的二次函数，

则 根 据 二 次 函 数 的 性 质 ， 可 知 ： 当 5n  或 6n  时 ， na 可 能 取 最 小 值 ．  当 5n  时 ，

2
5 2 5 21 5 40 15a        ，

当 6n  时， 2
6 2 6 21 6 40 14a        ．当 5n  时， na 取得最小值．故选 A．

3．【解析】 2
1(3 5) (3 2) 9 21 10n nn a n a n n      ，即为 1(3 5) (3 2) (3 5)(3 2)n nn a n a n n       ，

可得 1 1
3 2 3 5

n na a
n n

   
 

，设
3 5

n
n

ab
n




，即 1 1n nb b    ，可得{ }nb 是
8 4
2





为首项、 1 为公差的等差数

列，

可得 4 ( 1) 5nb n n     ，即 (3 5)(5 )na n n   ，可得 : 8na  ，3，8，7，0， 13 ， 32 ， 57 ， 88 ，，

( 5n  ，各项递减，且为负的），由 n， *m N ，n m ，则 n mS S 的最大值为 ( 8 3 8 7 0) ( 8) 18        ．

故选C．

4．【解析】法一： 1 3 2nn na a   ， 1 3 1
2 2
n n
n n

a a   ， 1
1

3 1
2 2 2 2
n n
n n

a a
   ， 1

1

31 ( 1)
2 2 2
n n
n n

a a
    ， 1 1a  ，

 1
1

31
2 2
a
  ，数列{ 1}

2
n
n

a
 是以

3
2
为首相以

3
2
为公比的等比数列，

31 ( )
2 2

nn
n

a
  ， 3 2n n

na   ，故选 A．

法二：令 1
12 ( 2 )3n n

n nAa a A
     ， 1 3 2nn na a   ，对比系数得： 1A ，数列{ 2 }nna  是以3为首项，

3

为公比的等比数列， 2 3n n
na   ， 3 2n n

na   ，
1 1

1

33 ( ) 23 2 12 3
3 33 2 ( ) 1 ( ) 1
2 2

n
n n

n
n n n

n nn

a
b

a

 



     

  


，

*n N  ，

3 1( ) 1
2 2

n  � 10 2
3( ) 1
2

n
 


� ， 3 5nb  � ，对于 *n N  ，都有 nb t 恒成立， 3t � t 的最大值为 3，故

选 A．

5．【解析】由 1 1
2 3 2 5

n na a
n n

  
 

，即 1 1
2 3 2 5

n na a
n n

  
 

， 1 5
2 5
a

 


．数列{ }
2 5

na
n 

为等差数列，首项为 5 ，

公差为 1． 5 1
2 5

na n
n

   


，可得： (2 5)( 6)na n n   ，当且仅当 3 5n� � 时， 0na  ．已知 n，m N ，

n m ，

则 n mS S 的最小值为 3 4 5 3 6 5 14a a a        ．故选C．

7．【解析】数列{ }na 满足 1 1a  ， 1 2( 1)n nna n a   ，化为 1 2
1

n na a
n n

 


，数列 na
n
是等比数列，首项为 1，

公比为 2． 12nna
n

 ， 12nna n    ． 2 11 2 2 3 2 2nnS n         ，
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2 12 2 2 2 ( 1) 2 2n n
nS n n       ．

2 1 2 11 2 2 2 2 2
2 1

n
n n n

nS n n 
       


  ． 可 得 ： ( 1) 2 1n

nS n   ． 则 它 的 前 100 项 和

100
100 99 2 1S    ．故答案为 10099 2 1  ．

7．【解析】（1）数列{ }na 满足 1 2a  ， 1 2 2( *)n
n na a n N     ， 1

1( 2 ) ( 2 ) 2n n
n na a
     ． 1 2 0a   ，

数列{ 2 }nna  为等差数列，首项为 0，公差为 2； （2）由（1）可得： 2 0 2( 1)n
na n    ，可得：

2 2( 1)n
na n   ，

2(2 1) (0 1)2
2 1 2

n

n
n nS   

   


1 22 2n n n    ．

8．（1）证明：由 1 ( 1) ( 1)n nna n a n n     ，得 1 1
1

n na a
n n

  


，即 1 1
1

n na a
n n

  


，数列{ }na
n

是以 2为首项，

以 1为公差的等差数列，则 2 ( 1) 1 1na n n
n
      ，即 ( 1)na n n  ；（2）【解析】由（1）知， ( 1)na n n  ，

则
1 1 1 1

( 1) 1na n n n n
  

 
，

1 2 99

1 1 1 1 1 1 1 1 1 99(1 ) ( ) ( ) 1
2 2 3 99 100 100 100a a a

           ．

9．【解析】（1）由题意可得： 1 ( 1) 3( )n na n a n          ，化为： 1 3 2 2n na a n       ．

又 1 3 4n na a n   ． 2 4  ， 2 0   ．解得 2  ， 1  ．

（2）对于 ( )I 中的 ，  ，则 ( )( ) (2 1)( 2 1)n n nc n a n n a n           ．

{ 2 1}na n  是公比为 3的等比数列， 1 3 3a   ． 2 1 3nna n    ， (2 1) 3nnc n    ．

数列{ }nc 的前 n项和 2 33 3 5 3 7 3 (2 1) 3nnS n         ．

2 3 13 3 3 5 3 (2 1) 3 (2 1) 3n n
nS n n           ．

2 3 1 13(3 1)2 3 3 2 (3 3 3 ) (2 1) 3 3 2 (2 1) 3
3 1

n
n n n

nS n n 
             


  ，整理为 13nnS n   ．

10．【解析】（1）由已知得 nn anS 2 ，所以 1
2

1 )1(   nn anS ，所以 )2()1( 1
22

1   nananSSa nnnnn ，

所以 11
1




 nn a
n
na ，所以        1111 11   nnannanana nnnn .数列   nnan 1 为常数数列，即

221)1( 1  annan ，
)1(

2



nn

an ；故
1

22



n
nanS nn .

（2） ]
)!1(

1
!
1[2

!)1(
2

! 





nnnn
n

n
Sb n

n ，

nn bbbbT  321 = 2]
)!1(

11[2]
)!1(

1
!
1)

!3
1

!2
1()

!2
1

!1
1[(2 







nnn
 .

又因为当 2n 时， 1)!1(  nn ，所以
1

2
1

22
)!1(

22









n
n

nn
Tn ，故当 2n 时有 2

1
2


 nTn
n .
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11．【解析】（1） 0a （2） 12
1

－
－

－
nn a

n
na  ，

121
21 a

n
a

n
a nn  

－－
－ ， 2)1( anan － 故











2)1(
101

npn
na

当

当
.

（3） )
2

11(22



nn

bn ， 32)
2

1
1

1
2
3(22321 





 n

nn
nbbbbT nn  .

12．【解析】因为 nnaa nn 
2

1 ，所以









 

1

1

2
1

1

1
11 )()(

n

k

n

k
kkn kkxaaxx )1(

2
1)12)(1(

6
11  nnnnn

= 1)1)(1(
3
1

 nnn .

13．【解析】  5 4 ,n nS n n a   2
1 5 4 1 ,n nS n n a    1 1( 1)(5 9)n nS n n a   且 ， 1 nnn SSa ，

即 1)95()15(  nn anan ， 11 61)95)(45()45)(15( aannann nn   .
)45)(15(

6



nn

an

14．【解析】
)35)(25

25
)8(5)35()35)(25

,
25

52
8525

11
















nnnn
a

nn
a

nn
a

n
a nnnn

（（
即 ，

故 



















25
1

35
15

)8(5)35()35)(25
1

nnnn
a

nn
a nn

（
使用累加法可得，

25
35

)35)(25 



 n

n
nn

an
（

即 所以

2)35(  nan

15．【解析】    2
!!1

1 

 n

n
a

n
a nn ，    1

!1!
1 


  n
n
a

n
a nn ， 3

!1!2
12 
aa

，以上 n个式子累加可得，

 
  
2

23
1!1
11 nna

n
an 



 !

2
232

nnnan




16．【解析】由已知得 1

1

1 3 2 3n
n na a





   ，则
1

1

1 3 2 3
3 3 3

n

n n n
n na a






  ，即 1

1

1 1 2
3 3 3n n

n na a


  .

所以数列
1{ }

3n na
是以

2
3
为公差的等差数列.所以

1 1 2 2 1( 1)
3 3 3 3n

n

nn
a


     ，即 1

1
(2 1) 3n na
n 
 

.

17．【解析】因为 1
13( 1) 2 ( 3 2)
3n na n a n       ，且 1 3 2 1a    ，所以数列{ 3 2}na n  是以 1为首

项，
1
3
为公比的等比数列，则 1

13 2
3n na n    ，即 1

1 3 2
3n na n   .

18．【解析】令 )()1()1( 2
1

2
1 CBnAnaCnBnAa nn   ，再求得 A， B，C，最后求得

22
)1(

2
1 nna n

n   .

19．【解析】因为 nn Sa , 是一元二次方程 03 22  nbxnx 的两个根，所以










nnn

nn

bSa
nSa 23

，由 23nSa nn  得

2
11 )1(3   nSa nn ，两式相减得 3611   nSSaa nnnn ，所以 )36(

2
1

2
1

1  naa nn ，令

)(
2
1)1(1 BAnaBnAa nn  ，则 ABAnaa nn  2

1
2
1

2
1

1 ，比较以上两式的系数，得
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2
3

2
1

3
2
1

AB

A
，解得







9
6

B
A

.所以 )96(
2
19)1(61  nana nn .又 311  Sa ，

2
3

1 a ，所以数列

 96  nan 是以
2
9
为首项、

2
1
为公比的等比数列.所以 1)

2
1(

2
996  n

n na ， 9
2
96  nn na ，

9
2
9633 22  nnn nnanS ,所以 )9

2
963)(9

2
96( 2  nnn nnnb .

20．【解析】（1）依题意，令 )(2)1()1( 22
1   nnanna nn 所以

  nnnaa nn 22 2
1

即













0
32

1





，解得













0
1
1





.所以数列  nnan  2 是以 2为公比、 1111 a 为首项等比数列.所以

12 2  n
n nna ， nna n

n  12 2 ，即存在 1 , 1 ,使得数列  nnan  2 成等比数列.

（2）

2
1

1

2
1

1

)
2
1)(

2
1(

1

4
1

11
2

1
221














 

nnnnnnna
b n

n
n ，所以当 2n 是， nn bbbS  21

3
5

3
21

2
1

1
3
21)

2
1

1

2
1

1()

2
13

1

2
13

1()

2
12

1

2
12

1(1 





















nnn

 ；当 2n 时，

4
5

4
11212  bbS ，

4
5

5
4

53
12

)12)(1(
6





 nn

n
；当 3n ，

1
11

)1(
11

2 





nnnnn
bn .所以

1
11)

1
11()

3
1

2
1()

2
11(21 





n
n

nnn
bbbS nn  .又当 3n 时， 612 n ，即

12
61



n

，

所以
)12)(1(

6
12

6
1 








nn
n

nn
nSn .故

3
5

)12)(1(
6


 nSnn

n .

21 ．【 解 析 】（ 1 ） 当 1n 时 ， 3384 11  aS , 得 51 a . 当 2n 时 ， 由 3384  nn anS ， 得

33)1(84 1
2

1   nn anS . 两 式 相 减 得 )(3)12(8)(44 11   nnnnn aanSSa ， 故

①8163 1   nnn aa

令 ])1([3 1 qnpaqpa nnn   ， ②pqpaa nnn 3443 1   .比较①②系数得 164  p ， 4p ，

所以 0)3()14(14 1
1  n

n ana ， 14  nan .

（2） 22
1)

2
1

2
1(1

22
11













kkkkkkkkk aaaaaaaab

)
2

1
2

1(
4

22








kkk

kk

aaa
aa

，又因为 0)4(2)2()22( 222  kkkkk aaaaa ，

所以 2
22




k

kk

a
aa

， )
2

1
2

1(
2
1)

2
1

2
1(

2
11

1 











kkkkk aaaab
.

所以 )]
2

1
2

1(
2

1)
2

1(
2

1)
2

1[(
2
1111

1322121 

















nnn aaaaaabbb
 =
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6
3

3
1

2
1)

2
1

2
1(

2
1

11





 naa

22．【解析】（1）由 nn anS
2
12  ,得 1

2
1 2

11   nn anS ）（ ，两式相减得 )(
2
112 111 nnnnn aanSSa   ，

所以 12)(
2
1

1  naa nn ，故 )()1(1 BAnaBnAa nn  ， BAAnaa nn 221  ，比较以上两式，

得 42  A , 22  BA ，故 2A , 0B .所以 )2()1(21 nana nn  .又 1
2

1 2
11 aS  ， 21 a 。故数列

 nan 2 是以 021 a 为首项、 1 为公比的公比的等比数列，所以 0)1(02 1  n
n na ，即 nan 2 .

（2）令 12)11()11)(11()(
21

 n
aaa

nf
n

 ，所以 1
12)22(
32)12(

12
32)11(

)(
)1(

1














 nn
nn

n
n

anf
nf

n
，所

以

)()1( nfnf  ，  )(nf 为递减数列，
2
3)1(max)(  fnf .所以原不等式

a
anf

2
3)(  对于一切 Nn 恒

成立，所以 0)32)(3(
2
3

2
3)( max 




a
aa

a
anf ，即 3a 或 0

2
3

 a .

23．【解析】（1）由已知，
211 2

11
aaa

 ，得
4
1

2 a ；
32321 2

111
aaaaa

 ，得
9
1

3 a .

（2）当 2n 时，
121 2

1111




nnn aaaaa

 ， ①
nnn aaaaa 1121 2

1111



  .②

②—①得 ,
2

1
2

11

11 nnnnn aaaaa 

 所以 211

11


 nn aa

，所以数列












12

1

na
，












na2

1
皆为等差数列.

所以 12)1(211

112




nn
aa n

， 12)1(211

22

 nn
aa n

.综上， n
an


1

，所以 2
1
n

an  .

（3）
11

11
1

11
3
1

2
1

2
1

1
1

)1(
1

32
1

21
1

13221 















  n

n
nnnnn

aaaaaa nn  ，

1)1( 2

2
1







n
n

n
n

a
a

n

n 所以等式成立.

24 ．【 解 析 】（ 1 ） 由 已 知 得 )2)(()()( 11   naaxaaxf nnnn ， 依 题 意 有 0)(  tf ， 所 以

0)()( 11   nnnn aataa .

又 0t ，所以 t
aa
aa

nn

nn 







1

1 ，所以数列  nn aa 1 是以 t 为公比的等比数列.又首项 ttaa  2
12 ，所以

nnnn tttttaa   )1()( 1
2

1 ， 







 

1

1
1

1

1
11 )(

n

k

k
n

k
kkn taaaaa .

又 nn
nn

k

k tttt
t
tttttta 







 1

)1()1()1(
11

1
1 ，故 n

n ta  .

（2）因为 tntttaab nn
nnnn lnlnln  ，所以 nn bbbS  21 = tntttt n ln)32( 32   .①

式①两边都乘以 t得 tnttnttttSn nn ln])1(322[ 143   ②.
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①—②的 tnttntttSt nn
n ln))1(()1( 132  = tnt

t
tt n
n

ln]
1

)1([ 1



所以 t
t

nt
t
ttSn

nn
ln]

1)1(
)1([

1

2 








.

（3）因为
10
7

t ，所以 01  t .当 n为偶数时， 0ln  tntbn n ；当 n为偶数时， 0ln  tntbn n 最大

项必为奇数.设最大项为 12 kb ，则














3212

1212

kk

kk

bb

bb
，即










2

2

)32(12

12)12(

tkk

ktk
.因

10
72 t 所以

6
17

6
11 k ，即 2k .

故数列  nb 中最大项为第 5项.

专题 4 和数列与积数列

1．【解析】数列{ }na 满足 1 2 3n na a n    ， 2 1 2( 1) 3 2 1n na a n n        ， 2 2n na a   ，

当 1n  时， 2 1 1a a   ， 2 3a   ．数列 2{ }na 是等差数列，首项为 3 ，公差为 2．

2 3 2( 1) 2 5na n n       ． 2014 2014 5 2009a    ．故选 D．

2．【解析】 1 1a  ， 1 2nn na a   ， 1n  时， 2 2a  ． 2n� 时， 1 1

1 1

2n n n

n n n

a a a
a a a

 

 

  ，

数列{ }na 的奇数项与偶数项分别成等比数列，公比为 2．则 20 1 3 19 2 4 20( ) ( )S a a a a a a     

10 102 1 2(2 1) 3 1023 3069
2 1 2 1
 

    
 

．故选 D．

3．【解析】 1 1a  ， *
1 2 ( )n

n na a n N   ，当 1n  时， 2 1 2a a  ， 2 2a  ， 1
1 2 ( 2)n

n na a n
  � ，

 1

1

2n

n

a
a





 ，从第 2项开始，每隔一项，即偶数项，以 2为首项，以 2为公比的等比数列，

从第 1项开始，每隔一项，即为奇数项，以 1为首项，以 2为公比的等比数列，

1009 1008
1009 1009 1010

2017
1 (1 2 ) 2 (1 2 ) 2 1 2 2 2 3

1 2 1 2
S    

        
 

，故选： B．

4．【解析】设正项等比数列{ }na 的公比为 0q  ， 2 *
1 2 ( )n

n na a n N   ，
2( 1)

21 2
2

1

2 4
2

n
n n

n
n n

a a q
a a


 



   ，解得 2q  ．

 2 22 2 n
na   ， 0na  ．解得

2 1
22
n

na


 ．则
11 9
2 2

6 5 2 2 16 2a a    ．故选 D．

5．【解析】法一： 1 1a  ， *
1 2 ( )n

n na a n N   ． 1n  时， 1 2 2a a  ， 2 2a  ． 2n � 时， 1
1

1

2
2

n
n n

n
n n

a a
a a






 ，化为：

1

1

2n

n

a
a





 ．数列{ }na 的奇数项与偶数项分别成等比数列，首项分别为 1，2，公比都为 2． A ，B不正确．

1009
2019 2a  ，因此C 不正确．
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2019 1 3 2019 2 4 2018( ) ( )S a a a a a a      2 1009 2 1009(1 2 2 2 ) (2 2 2 )      

1010 10092 1 2(2 1)
2 1 2 1

 
 

 
10112 3  ．因此 D正确．故选 D．

法二：待定系数法，  nzyxn
na

12  ，  nzyxxn
na

1
1 2 
  ， nyxxn

nn aa 22 22
1  
 ，对比系数得，

2
1

x ，

4
1

y ， 12 4
1

2
1

1 
 z

a ，
4
1

 z ，
2 1 ( 1)

42
nn

na
  

 ， *n N ．A、B、C均错，求和同法一．

6．【解析】
2

1
19
2n n

n nS S


  ①由等差数列前 n项和的性质，知数列{ }na 为单调递增的等差数列，

将 n换为 1n  得，
2

2 1
( 1) 19( 1)

2n n
n nS S 
  

  ②，② ①得， 2 2 9n na a n    ，

当 9n  时， 11 10 0a a  ，又 10 11a a ， 11 0a  ， 10 0a  ， 10n  时， nS 取最小值．故选 A．

7．【解析】若数列{ }na 中， 1 1a  ， 1 3 1n na a n    ， *n N ，可得 1 2 4a a  ， 3 4 10a a  ， 5 6 16a a  ，

， 2 2 1 6 2n na a n   ，相加可得 1 2 2 4 10 16 (6 2)na a a n       21 (4 6 2) 3
2
n n n n     ．

8．【解析】法一：数列 *{ }( )na n N 满足 1 1a  ， 1
1( )
2

n
n na a   ，

3 2 1
1 2 3 4 2 1 2

1 1(1 )1 1 1 2 12 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 )
12 2 2 3 41
4

n
n

n n na a a a a a 



           


， 2

2 1(1 )
3 4n nS   ．

又
2

1
2 4 2 2

1 2 3 4 5 2 2 2 1 1

1 1( ) (1 )1 1 1 1 12 4( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 1 (1 )
12 2 2 3 41
4

n
n

n n na a a a a a a



  


              


．

即 2 1 1

1 11 (1 )
3 4n nS     ． 2 2 2 1 2 1

1 2
3 2 3n n n na S S     


． 2 2 1

1 2 2lim lim( )
3 2 3 3n nn n

a  
   


．

法二：待定系数法，令
1( ) (
2

1)nn
na yx    ，则 1

11 ( 1) )1(
2

n
n

nya x 


   ， 1
3 1 1( ) ( )
2 2 2

n n
n na a x     ，对比

系数得
3
2

x ， 1
2
1

3
2

1  ya ，
3
2

 y ， 2 2
2

2 1 2 2lim ( ) ( 1)
3 2 3 3

n n
nn

a


     

9．【解析】由数列{ }na 的前 n项和为 nS ， 1 2 1n na a n    ，可得 1 2 3a a  ， 3 4 7a a  ， 5 6 11a a  ，，

29 30 59a a  ， 31 32 63a a  ，可得， 30
15 (3 59) 465 500

2
S  

   ， 32 465 63 528 500S     ．

由 500nS  ，若 2 2a  ，则 n的最大值为 31，故答案为：31．

10．【解析】法一：对于任意的 *n N 都有 2
1n nS S n  ，① 2

1 2 ( 1)n nS S n     ，②

② ①差得 2 2
1 2 ( 1) 2 1n na a n n n       ，③，则当 2n� 时， 1 2 1n na a n   ④
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③ ④得 2 2n na a   ，也就是隔 2项成等差数列，公差为 2．

{ }na 为单调递增的数列只要保证 1 2 3a a a  ，即 1 2 12a a a   ，可以保证整个数列单调递增．

当 1n  时 ， 1 1 2 1a a a   ， 即 2 11 2a a  ， 代 入 1 2 12a a a   ， 得 1 1 11 2 2a a a    ， 即

1 1

1 1

1 2
1 2 2
a a

a a
 

   

1

1

1
3
1
3

a

a

 

  


，即 1
1 1
3 3

a   ，即 1a 的取值范围为
1(
3

 ，
1)
3

，故选 B．

以上方法是错的，但这是参考答案给的方法，错误原因在于递推式 2 2n na a   中， 2n ，因为和式代换

)()( 1122 nnnnnn SSSSaa   当中，一定有 2n ，此结论只能说明数列从第二项起隔项递增，也可以

尝试 122121 2112 aaaaSS  ， 111332132 222)21(24422 aaaaaaaSS  ，与

参考答案中的 13 2 aa  矛盾，故 1 1

1 1

1 2
1 2 2 2
a a

a a
 

   
得

1

1

1
3
1
4

a

a

 

  


，即 1
1 1
4 3

a   ，即 1a 的取值范围为
1(
4

 ，
1)
3

，

故选 D．

法二：待定系数法，令  nn DCBnAnS 12  ，则   12
1 1)1()1( 
  n
n DCnBnAS ，由于

2
1

2(2 2 ) 22n n A B n A B C nS S An        ，对比系数得：
2
1

A ，
2
1

B ， 0C ， 11 aDS  ，则

1
2

2 12
2
12

2
1 aDS  ， 1

2
3 33

2
13

2
1 aDS  ，故 12 21 aa  ， 13 22 aa  ， 1 1

1 1

1 2
1 2 2 2
a a

a a
 

   

得
1

1

1
3
1
4

a

a

 

  


，即 1
1 1
4 3

a   ，即 1a 的取值范围为
1(
4

 ，
1)
3

，故选 D．（待定系数法一定不会错）

11．【解析】根据题意，数列{ }na 满足 1 ( 1) (2 1)n
n na a n     ，当 n为奇数时，有 1 (2 1)n na a n     ，

其中当 1n  时，有 2 1 1a a   ，当 3n  时，有 4 3 5a a   ，当 5n  时，有 6 5 9a a   ，

当 59n  时，有 60 59 (2 59 1) 117a a       ，则{ }na 的前 60项和 60 2 1 4 3 60 59( ) ( ) ( )S a a a a a a     

( 1) ( 5) ( 117) (1 5 9 117)          
(1 117) 30 1770

2
 

    ；故选：C．

12．【解析】（1）由 1 4 4n na a n    ， 2 1 4( 1) 4 4 8n na a n n        2 4n na a  
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{ }na 的奇数项与偶数项分别是公差为 4的等差数列．又 1 1a  ， 2 7a  
4 3,
4 3,n

n n
a

n n


 


为正奇数

为正偶数

（2）若数列{ }na 是等差数列，则 1 ( 1)na a n d   ， 1 1na a nd   ．由 1 4 4n na a n    ，

得 1 1( ) [ ( 1) ] 4 4a nd a n d n      ，即 2 4d  ， 12 4a d  ，解得， 2d  ， 1 3a  ，所以存在存在 1 3a  ，

使{ }na 为等差数列．

13．【解析】法一： 2 1 1a a  ， 3 2 3a a  ， 4 3 5a a  ， 5 4 7a a  ， 6 5 9a a  ，

1 2 3 4 64 1 2 3 4 5 62 63 64 1 64( ) ( ) ( ) 1953a a a a a a a a a a a a a a a               ，

将 1 2 1a a   ， 3 2 3a a  ， 4 3 5a a  ， 5 4 7a a    ， 6 5 9a a    ，

7 6 11a a  ， 8 7 13a a  ， 9 8 15a a  ， 64 63 125a a  相加

得 1 64 1 3 5 7 9 11 13 15 17 123 125 127a a              ，

则{ }na 的前 64项和为：1953 127 2080  ．故选： D．

法二： 2 1 1a a  ， 3 2 3a a  ， 4 3 5a a  ，故 104 S ，且 4S ， 48 SS  ， 812 SS  是以 10为首项，16为

公差的等差数列， 208016
2
151616 464 


 SS

14．【解析】 1 ( 1) 2n
n na a n     ， 2 1 3a a   ， 3 2 4a a  ， 4 3 5a a  ．可得 3 1 1a a  ， 2 4 9a a  ，

同理可得： 5 7 3 1 9 11 13 15 17 191a a a a a a a a a a          ．

6 8 17a a  ， 10 12 25a a  ， 14 16 33a a  ， 18 20 41a a  ．

{ }na 的前 20项和 1 3 17 19 2 4 6 8 18 20( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a a a a a a a         

5 9 17 25 33 41 130       ．故选： A．

15．【解析】法一：数列{ }na n 的前 2018项和为 1，即有 1 2 2018( ) (1 2 2018) 1a a a      ，

可得 1 2 2018 1 1009 2019a a a     ，由数列{ }nb 的前 n项和为 2n ， *
1 ( 1) ( )n

n n nb a a n N    ，

可得 2 11a a  ， 3 12a a  ， 4 17a a  ， 5 1a a ， 6 18a a  ， 7 12a a  ， 8 115a a  ， 9 1a a ，，

可得 1 2 2018 1 1(1 2 7) (9 2 15) (17 2 23) (4025 2 4031) ( 4033 )a a a a a                

1 1009 2019   ，解得 1
3
2

a  ．故答案为：
3
2
．
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法二：由数列{ }nb 的前 n项和为 2n ，  22 *
1 ( 1) (1 2 1 )n

n n nb a a nn n n N         ，数列{ }na n 的前 2018

项和为 1，即有 1 2 2018( ) (1 2 2018) 1a a a      ，可得 1 2 2018 1 1009 2019a a a     ，由于 2018

不是 4的倍数，故只能从 3a 开始， 3a 到 2018a 之间的项数满足 4的倍数， 186543  aaaa ，故 26 SS  ，

610 SS  ， 20142018 SS  是公差为 16的等差数列， 22018 1
504 503 1 1009 20118 504 16

2
9aS a 

       ，

即： 1
504 502 318 504 16

2
1 1 1009 2019a 
      ，解得 1

3
2

a  ．故答案为：
3
2
．

16．【解析】设等差数列{ }na 的公差为 d， 4 5a  ， 7 11a  ．

1 3 5a d   ， 1 6 11a d  ， 1 1a   ， 2d  ． 1 2( 1) 2 3na n n       ．

又 ( 1)nn nb a   ， 2 1 2 2 1 2 2n n n nb b a a      ．则数列{ }nb 的前 100项之和 100 2 50 100S    ．故选 D．

17．【解析】数列{ }na 中， 2 2 1 ( 1)nn na a n    ， 2 1 2n na a n   ， 2 1 2 1 ( 1)nn na n a n       ，

化为： 2 1 2 1 ( 1)nn na a n n      ， 3 1 1 1a a    ， 5 3 2 2a a   ，， 99 97 49 49a a   ， 101 99 50 50a a   ．

相加可得： 101 1
50 (1 50)1 2 50 25 25

2
a a  

       ．可得： 101 1 1300 1301a a   ．故答案为：1301．

18．【解析】 1 2 ( 1)nn na a    ， 1
1

1 1( 1) 2[ ( 1) ]
3 3

n n
n na a
      ， 1

1 2( 1)
3 3

a     ．

数列
1{ ( 1) }
3

n
na   是等比数列，首项为

2
3
，公比为 2． 11 2( 1) 2

3 3
n n

na
    ，解得： 12 12 ( 1)

3 3
n n

na
    ，

2 1 2 1 [1 ( 1) ]
3 1 2 3 1 ( 1)

n n

nS
   

    
  

2(2 1) 1 ( 1)
3 6

n n  
  ．则

2 1

2 1
2(2 1) 1 4 1

3 3 3

n n

nS



 

   ．故答案为：
4 1
3

n 
．

19．【解析】 2 1 2 2 12 ( 1) 2k k k
k k ka a a       ，所以 2 1 2 1 2 ( 1)k k

k ka a     ，同理 1 1
2 1 2 3 2 ( 1)k k
k ka a  
     ，

 3 1 2 ( 1)a a    ，所以 2 1 2 1 2 1 2 3 3 1( ) ( ) ( )k k k ka a a a a a       

1 1(2 2 2) [( 1) ( 1) ( 1)]k k k k          ，由此得 2 1 1
12(2 1) [( 1) 1]
2

k k
ka a       ，

于是 1
2 1

1 32 ( 1)
2 2

k k
ka


     ， 1

2 2 1
1 3 1 3( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 ( 1)
2 2 2 2

k k k k k k
k ka a 

             ，

{ }na 的通项公式为：当 n为奇数时，
1 1

2 21 32 ( 1)
2 2

n n

na
 

    ；当 n为偶数时， 2 21 32 ( 1)
2 2

n n

na     ；

则 60 1 3 5 59 2 4 6 60( ) ( .. )S a a a a a a a a         2 3 30 1 1 1 1 3[(2 2 2 2 ) ( ) 30]
2 2 2 2 2

         

2 3 30 1 1 1 1 3[(2 2 2 2 ) ( ) 30]
2 2 2 2 2

          
30

322(1 2 )2 0 90 2 94
1 2


     


．故选：C．

20．【解析】在数列{ }na 中，已知 1 3a  ，且数列 ( 1)nna   是公比为 2的等比数列， ( 1) 2n n
na    ，
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 2 ( 1)n n
na    ， 1

1 2
2(1 2 ) 1 [1 ( 1) ] 3 12 ( 1)
1 2 1 ( 1) 2 2

n n
n n

na a a     
         

  
，

对于任意的 *n N ，不等式 1 2 1n na a a a   � 恒成立，

对于任意的 *n N ，不等式 1 1 13 12 ( 1) [2 ( 1) ]
2 2

n n n n       � 恒成立，

对于任意的 *n N ，不等式

1

1 1

3 12 ( 1)
2 2

2 ( 1)

n n

n n



 

   

 
� 恒成立，当 1n  时，

1

1 1

3 12 ( 1)
2 2

2 ( 1)

n n

n n



 

   

 
取最大值

2
3
，


2
3

� ．实数 的取值范围是 (，
2]
3

．故选C ．

21．【解析】 1 1a  ， 1
1

1( 1)
( 2)

n
n na a

n n


   


， 1
1

1 1 1( 1) ( 1) ( )
2 2

n n
n na a

n n


     


．

数列{( 1) }n
na 的前 40项的和

1 1 1 1 1 1 1 1 20(1 ) (1 )
2 2 2 3 39 41 2 41 41

           ．故选D．

专题 5 分式数列递推

1．【解析】（1）
12

2 2

1 
 

n

n
nnn S

SSSa ，所以 211

1


nn SS
， 122)1(11

 nn
Sn

，
12

1



n

Sn .故















2

)32)(12(
2

11

n
nn

n
an . （2）

12 


n
nTn .

2．【解析】 111
2
1

2 
nn aa

， 22
1

2
1)1(11
a

nn
aan

 ，
21 na

a
an


 .

3.【解析】（1） ),1(
1

n
n

n a
a

A


 在 )(xf 上，
2

2

1

1








n

n
n a

aa ，
2
111

1


nn aa
，

n
an

2
 .

（2） )114(
4
1

321  nbbbb n

4．【解析】将已知递推式取倒数，得
)!1(

1
!
1

)!1(
11

1 





 nnn
n

aa nn
，所以




 


1

1 11
)11(11 n

k kkn aaaa
=

!
12]

)!1(
1

!
1[1 1

11 nkka

n

k









，所以
!
1!2

!
121

n
n

nan


 ，

1!2
!



n
nan .

5．【解析】将已知递推式两边同除以 nn aa 1 ，得 1211

1




n
aa nn

，所以 2125311 nn
an

  ，所以

2
1
n

an  .

6．【解析】由 1(2 1)n n na a a   ，可得： 1 2 1
n

n
n

aa
a 


，两边取倒数可得：

1

1 12
n na a

  ，即
1

1 1 2
n na a

  ，
1

1 99
a

  ．

数列
1{ }
na

为等差数列，公差为 2，首项为 99 ．
1 99 2( 1) 2 101
n

n n
a

      ．
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2 1 2 2 2 1

1 1 (4 2 101)(4 101) (4 101)(4 2 101) 4(4 101) 16 404n
n n n n

b n n n n n n
a a a a 

                 ．

令 16 404 0nb n   � ，解得
125
4

n � ．当数列{ }nb 的前 n项和取得最大值时， n的值是 25．故选： B．

7．【解析】 2
12 1n n na a a   ， 1

1 1( )
2n n

n

a a
a   ， 1

1
n

n
n

ab
a





，

2
21

1 2
1

1 1( ) 1
1 2 ( 1)

0
1 11 ( 1)( ) 1
2

n
n n n

n n
n n

n
n

a
a a a

b b
a aa

a






 
 

     
  

，

1 2a  ， 1
2 1 1
2 1 3

b 
 


， 2

2
1( )
3

b  ， 2 4
3 2

1 1( ) ( )
3 3

b   ， 4 2 8
4

1 1(( ) ) ( )
3 3

b   ，数列{ }nb 是递减数列，

故选 D．

8．【解析】 1
1
2

a  ， 1
2

1
n

n
n

aa
a 


， ( *)n N ，两边取倒数可得：

1

1 1 1
2 2n na a

  ，化为：
1

1 1 11 ( 1)
2n na a

   ，

1

1 1 1
a
  ，可得：数列

1{ 1}
na
 是等比数列，首项为 1，公比为

1
2
． 11 11 ( )

2
n

na
  ， 1

11
2 1n na   


．

2019 2 2018

1 1 1 12019 ( )
1 1 2 1 2 1 2 1

S     
   

，令 2 2018

1 1 1 1
1 1 2 1 2 1 2 1nT    
   

，

 1 1

1 1 1
2 2 1 2n n n  


，而

2019

2 2019 2019

1 1(1 )1 1 1 12 2 1
12 2 2 21
2


    


，

2019

2 2018 2019

111 1 1 121 2(1 )
12 2 2 21
2


     


． 20192018 2019

1 12017 2018
2 2

S     ，

2019 ( , 1)S k k  ，则正整数 k的值为 2018．故选C．

9．【解析】（1）由已知，点  12 , nn aaP 在曲线  xfy  上，得 2

2

1 41 n

n
n a

aa


 .两边平方得 2

2
2
1 41 n

n
n a

aa


 ，取

倒数得 411
22

1


 nn aa

.所以数列












2
1

na
是以 5为首项、4为公差的等差数列，所以 144)1(11

2
1

2  nn
aan

.

又 0na ，所以
14

1



n

an .

（2） )1(2
1

22
22
21

)(
nn

nnnnnnf
ab n

n 





 .故 )11(2  nTn .

10．【解析】（1）因为
3
2

1 a ,所以
1

2)(



ax
bxxf .又 1)1( f ，所以 12  ba .依题意，

0)1(222
1

2 2 


xbaxx
ax
bx

)0( a 只有一个根.所以 08)1(4 2  ab ，解得 1b ，代入 12  ba 的 1a .所以
1

2)(



x
xxf .
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（2）因为 )(1 anfan  且
1

2)(



x
xxf ，所以

1
2



n

n
n a

aa ，所以
1

2
1 


n

n
n a

aa .上式两边取倒数，得

2
11

2
11

1


 nn aa
，即 )11(

2
111

1


 nn aa
.又

1
1



n

n a
b ，所以 nn

n a
b )

2
1()

2
1)(

2
11( 1

1
  .由于 nnb 2

1
 ，即

na 2
111

1
 ，得

12
2


 n

n

na .

（3） nnnn

n

nn ba
2
1

12
1

2
1

12
2







 ，所以 1
2
11

2
1

2
1

2
1

22211  nnnnbababa  .

11.【解析】（1） 1
1
2

a  ， 1 12 1n n na a a   ， 1
1

2n
n

a
a 


， 2

1 2
1 32
2

a  


， 3
1 3
2 42
3

a  


，


1

21 1 11
11 1 11

2

n

n n n

n

a
a a a

a



   

  


，数列
1{ }

1 na
是等差数列，

（2）由（Ⅰ）可知
1 2 1( 1) 1

1 n

n n
a

    


，
1n

na
n

 


， 2

1 1 1
( 1) 1

n
n

a
b

n n n n n
    

 
，

1 1 1 1 1 11 1
2 2 3 1 1 1n

nS
n n n n

         
  

．

12．【解析】（1）由 21  nnn bbb ，得
n

n
n b

bb 2
1


 .由

2
1



n

n b
a ，得

121
2

2
222

1
2

1

1
1 
















 n
nn

n

n

nn
n a

bb
b

b
bb

a ，所以 0121  nn aa .

（2）法 1：由（1）得 )
3
1(2

3
1

1  nn aa ，又因为
7
11

1 b ，所以
3
7

2
7
11
1

1 


a ，所以数列








3
1

na 是

以
3
1

1 a 为首项、 2 为公比的等比数列.所以 nn
na )2()2(2

3
1 1   ，

3
1)2(  n

na .又由
2

1



n

n b
a ，

得
n

n a
b 12  ，故

1)2(3
1)2(62

1)2(3
32

3
1)2(

121









 n

n

nnn
n a
b .

13.【解析】（1）在递推数列
n

n a
a


 2

1
1 中用 x代替 1na ， na ,得

x
x



2
1 .所以 0122  xx ，得 1x .所

以

2
1

2
1

2
211

2
111 















n

n

n

n

n

n

n
n a

a
a
a

a
a

a
a ，取倒数得 1

1
1

1
11

1
1

1









 nn

n

n aa
a

a
，

1
1

1
1

1

1





 nn aa
.所以数列











1
1

na
是以 2

1
1

1


a
为首项、 1 为公差的等差数列.

所以 )1()1)(1(2
1

1



nn

an
，

1

n
nan .所以 1k ，使得数列











 kan

1
成等差数列.
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（1）因为 xx  )1ln( 在 0x 时成立，从而
1

1)
1

11ln(






nn

，所以 )
1

11ln(1
1

11






nn

，所以

)1ln()2ln(1)
1

11(1
1

11 





 nn
nn

an ，所以 



n

k

n

k

kkakSn
11

)]2ln()1ln(1[ =

)2ln(2ln)]2ln()1[ln()3ln2(ln)5ln4(ln)4ln3(ln)3ln2(ln  nnnnn  =

2
2ln]2ln)2[ln( 


nnnn ，即

2
2ln 


nnSn .

14．【证明】（1） 1
1
2

a  ， 1 2 3
n

n
n

aa
a 


， *( )n N ，

1

1 3 2
n na a

  ，
1

1 11 3( 1)
n na a

   ，
1

1 1 3
a
  ，

1{ 1}
na

  是以 3为首项，3公比的等比数列， 11 1 3 3 3n n

na
    ．

1
3 1n na 


．

【解析】（2） ( )i 由（1）得
2n n

nb  ， 2 3

1 2 3
2 2 2 2n n

nT     ①， 2 3 1

1 1 2 1
2 2 2 2 2n n n

n nT 


    ②，两式

相减，得： 2 3 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2n n n

nT      1

1 1[1 ( ) ]
2 2

1 21
2

n

n

n



 


1

11 ( )
2 2

n
n

n
   1

21
2n
n




  ，

22
2n n

nT 
   ．

( )ii 由 ( )i 得
2 2( 1) 2 2

2 2 2
n

n n n

n n 
      ，令

22
2n n ð ，则{ }nð 是递增数列，若 n为偶数时，

22
2n

   恒

成立，又 2
3
2

c  ，
3
2

  ，若 n为奇数时，
22
2n

   恒成立， 1 1c  ， 1  ， 1   ．综上，

的取值范围是
3( 1, )
2

 ．

15．【解析】（1）当 1n  时， 2
1 1 12 3 2a a a   ，即 2

1 13 2 0a a   ， 1 1(3 2)( 1) 0a a   ，

由 1 0a  得 1 1a  ；当 2n� 时，由 22 3 2n n nS a a   得 2
1 1 12 3 2n n nS a a     ，

所以两式相减得 2 2
1 12 3 3n n n n na a a a a     ，所以 1 1 13( )( )n n n n n na a a a a a      ，

由 0na  知 1 0n na a   所以 1
1
3n na a   ，所以数列{ }na 是首项 1 1a  ，公差

1
3

d  的等差数列．

（2）由（1）得
1 1 21 ( 1)
3 3 3na n n     ，由

1 21 41, 2b ba a a a    ，所以数列 nba 是首项为 1，公比为 2

的等比数列所以 12
n

n
ba

 ，又
1 2
3 3nb na b  ，所以 11 2 2

3 3n

n
b na b    ，即 13 2 2n

nb
   ．

（3）由 21( ) 1 ( 5 )
2 6

n
n

n a aS n n
   ，所以

2

2

1

5
56

2 3 2 9 2
n

n n
n

n n
S n n

b 




 
  

，设
2 5( )

2 9 2
n

n
n

S n nf n
b


 

 
，

则

2

21

2 2 2

( 1) 5( 1)
( 1) 7 6 1 2 69 2 (1 )

5( ) 2 10 2 5
9 2

n

n

n n
f n n n n

n nf n n n n n



  
      

  


，令
( 1) 1
( )

f n
f n


 得
2

2
2

7 6 1, 3 6 0
2 10
n n n n
n n
 

   


即 ，
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由 *n N 得 1n  ，所以 f（1） f （2） f （3） f （4） ( )f n ，又因为 1

1

6 1 1(1)
2 18 3 4

Sf
b

   


，

2

2

14 7 1(2)
2 36 18 4

Sf
b

   


， 3

3

24 1 1(3)
2 72 3 4

Sf
b

   


， 4

4

36 1(4)
2 144 4

Sf
b

  


，

5

5

50 25 1(5)
2 288 144 4

Sf
b

   


，所以当 5n� 时，
1( )
4

f n  ，所以满足
1

2 4
n

n

S
b




的最小正整数 n为 5．

16．解（1）
7
6

6
5

5
4

4
3

4321  bbbb ，，， ；

（2）因为 nn ba 1 ， nn ba  21 ，所以
nnn

n

nn

n
n bbb

b
aa

bb








 2
1

)2()1)(1(1 .令
x

x



2
1

，得 1x ，

故 1
1

1
1

1

1





 nn bb
.又 ,4

1
4
3
1

1
1

1





b
)3()1)(1(4

1
1




nn
bn

，所以
3
21

3
1








n
n

n
bn .

（3）因为
3

1
3
211








nn

nba nn ，所以
4

1
3

1
)4)(3(

1
1 







  nnnn
aa nn ，

)4(44
1

4
1)

4
1

3
1()

6
1

5
1()

5
1

4
1(













n
n

nnn
Sn  ，

4
)3(1

)4(4
44








n
nnnb

n
naaSn n ，所

以 3 na .又所以当 4a 时， 14  nn nbaS 恒成立.

17．（1）【解析】对于数列{ }na ， 15 (5 3 )
3

n m
n m n m na a a a 
      ，所以{ }na 不是指数型数列．

对于数列{ }nb ，对任意 n， *m N ，因为 b 4 4 4n m n m
n m n mb b
     ，所以{ }nb 是指数型数列．

（2）证明：由题意，
1{ 1}
na
 ，是“指数型数列”， 1 12 3n n n na a a a   ，

1

1 3 2
n na a

  
1

1 11 3( 1)
n na a

   ，

所以数列
1{ 1}
na
 是等比数列， 11 11 ( 1) 3 3n n

n na a
     ，

1 1 1( 1)( 1) 3 3 3 ( 1)n m m n

n m n ma a a




      ，数列

1{ 1}
na
 是“指数型数列”．

（ 3 ） 证 明 ： 因 为 数 列 { }na 是 指 数 数 列 ， 故 对 于 任 意 的 n ， *m N ， 有 n m n ma a a   ，

1 1 1
1( )
2

n n
n n n

aa a a a a
a


    


 ，假设数列{ }na 中存在三项 ua ， va ， wa 构成等差数列，不妨设u v w  ，

则由 2 v u wa a a  ，得
1 1 12( ) ( ) ( )
2 2 2

a a av u w
a a a
  

 
  

，所以 2( 2) ( 1) ( 2) ( 1)w v v u w u w ua a a a         ，

当 t 为 偶 数 时 ， 2( 2) ( 1)w v v ua a   是 偶 数 ， 而 ( 2)w ua  是 偶 数 ， ( 1)w ua  是 奇 数 ， 故

2( 2) ( 1) ( 2) ( 1)w v v u w u w ua a a a         不能成立；当 t为奇数时，2( 2) ( 1)w v v ua a   是偶数，而 ( 2)w ua 

是奇数， ( 1)w ua  是偶数，故 2( 2) ( 1) ( 2) ( 1)w v v u w u w ua a a a         也不能成立．所以，对任意 *a N ，

2( 2) ( 1) ( 2) ( 1)w v v u w u w ua a a a         不能成立，即数列{ }na 的任意三项都不成构成等差数列．

18．【解析】（1）数列{ }na 是各项均为正数公比为 q的等比数列， 1 2a  ， 2 4 64a a  ．则： 2
2 4 3a a a ，
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解得： 3 8a  ，故： 2q  ，所以： 1
1 2n n

na a q   ．数列 { }nb 满足：对任意的正整数 n ，都有

1
1 1 2 2 ( 1) 2 2n

n na b a b a b n      ①．所以： 1 1 2 2 1 12 ( 2) 2 2n
n na b a b a b n      ②，

① ②得： 2nn na b n  ，所以： nb n ，由于： 1 1 2a b  ，则： 1 1b  （首项符合通项），故： nb n ．

（ 2） 1 11 1 0
2 2nb n

   由于 ，所以：当 0� 时，不等式成立．当 0  时，原不等式可化为：

1 1 1 12 1(1 )(1 ) (1 )
2 4 2

n
n

      ，设
1 1 12 1(1 )(1 ) (1 )
2 4 2nt n

n
      ，则： 0nt  ，

故： 1
1 1 1 12 1(1 )(1 ) (1 )(1 )
2 4 2 2 2nt n

n n       


，所以：
2

1
2

2 3 2 1 4 8 3 1
2 2 4 8 42 1

n

n

t n n n n
t n n nn
    
  

  
 ，

所以：数列{ }na 单调递减．则： 1
1 3

2
t


  ，解得：

2 30
3

  ．

（3）由题意知：设 kb 是数列{ }nð 中的项为 tc ，由题意可知： 2 12 2 2kt k    2 2k k   ，

所以：当 2 2km k   时， 2(2 2) 1 2k
mT k    

2
12 4

2
k k k 

   ，

设
2

12 4 2019
2

k k k 
   ，解得： 10k  ，当 9k  时， 9 92 9 2 2 7m      ，所以：

2
10 9 92 4 1065

2mT


    ，

因为 2019 1065 954 2 477    ，且 92 7 477 996   ，所以，当 996m  时， 2019mT  ．

专题 6 经典的二阶递推

1．【解析】数列{ }na 满足 1a l ， 2 2a  ， 2 1( 3)n n na a a n  � ， 2
3

1

2aa
a

   ， 3
4

2

1
a

a
a

  ，同理可得： 5
1
2

a  ，

6
1
2

a  ， 7 1a  ， 8 2a  ，，可得 6n na a  ．数列{ }na 是周期为 6的数列．

nT 有最大值， na 有最大值， 336
2019 1 2 6 1 2 3( ) ( ) 4T a a a a a a     ． 2019 3 2a a  ．下列说法错误的是 A．故选

A．

2．【解析】 1
1
2

a  ， 2 1a  ， *
1 1( , 2)n n na a a n N n    � ，可得 3

3
2

a  ， 4
5
2

a  ， 5
8
2

a  ， 6
13
2

a  ， 7
21
2

a  ，

，

1 3 2 4 3 5 2018 2020

1 1 1 1
a a a a a a a a

  
2 1 3 3 2 4 2019 2018 2020

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a a a a a a a a a
    

          
    


1 2019 2020

1 1
a a a

 

1 2019 2020 2019 2020

1 1 12
a a a a a

    由于
2019 2020

1 (0,1)
a a

 ，则
1 3 2 4 3 5 2018 2020

1 1 1 1
a a a a a a a a

   的整数部分为 1．

故选 B．

3.【解析】数列{ }na 满足 1 1a  ， 2 2a  ，且 1 12 ( 1) ( 1) ( 2n n nna n a n a n     � 且 *)n N ，令 n nb na ，
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则由 1 12 ( 1) ( 1)n n nna n a n a     ，得 1 12 n n nb b b   ，数列{ }nb 构成以 1为首项，以 2 12 3a a  为公差的

等差数列，则 1 3( 1) 3 2nb n n     ，即 3 2nna n  ，
3 2

n
na
n


  ， 18
3 18 2 26

18 9
a  

  ．故选 B．

4．【解析】数列{ }na 满足 1 0a  ， 2 1n n na a a   ，此可以理解为从第二项开始是斐波那契数列，根据

      nnnnnnnnnnn SaSaaaaaaaaaaaSSa   1111112112122  ，

      1212122254321242   nnnnn aSaaaaaaaaaa  ，故选 D．

注意：此题代入前 6项也可以看出规律．

5．【解析】根据题意，数列{ }na 满足 1 1n n na a a   ，则有 1 2n n na a a   ，又由 1 2018a  ， 2 2017a  ，则

3 2 1 2017 2018 1a a a      ， 4 3 2 ( 1) 2017 2018a a a       ， 5 4 3 ( 2018) ( 1) 2017a a a        ，

6 5 4 ( 2017) ( 2018) 1a a a       ， 7 6 5 11 ( 2017) 2018a a a a       ， 8 7 6 22018 1 2017a a a a      ，

则数列{ }na 是周期为 6的数列，且 1 2 3 4 5 6 0a a a a a a      ，

则 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 97 98 99 100 1 2 3 4( ) ( ) ( ) 2016S a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a                     ．故选 A．

6.【解析】：法一：在数列{ }na 中， 1 2 2a a  ， 2 1 2 ( *)n n na a a n N    ， 3 2 12 6a a a    ， 4 3 22 10a a a   ，

5 4 32 22a a a   ， 6 5 42 42a a a   ， 7 6 52 86a a a   ，  2
1 2 4 2a a    ， 3

2 3 8 2a a   ，

4
3 4 16 2a a   ，

5
4 5 32 2a a   ， 6

5 6 64 2a a   ， 7
6 7 128 2a a   ，由此猜想： 2020

2019 2020 2a a  ，

2020
2 2019 2020 2log ( ) 2 2020a a log    ．故答案为：2020．

法二：特征根法：构造方程 022  xx ， 21 x ， 12 x ， nn aa 1 是以 421  aa 为首项，2为公比的

等比数列，即 1
1 2 
  n

nn aa ， 2020
2019 2020 2a a   ， 2020

2 2019 2020 2log ( ) 2 2020a a log    ．故答案为 2020．

7.【解析】
1 1 5 1 5[( ) ( ) ]

2 25
n n

na
 

  ， 1
1 1 5 1 5 1 2 5( ) 1

2 2 25 5
a  

      ，

同理可得： 2 1a  ， 3 2a  ， 4 3a  ， 5 5a  ．故选 B．

8．【解析】由题意可得： 1 1b  ， 2 1b  ， 3 2b  ， 4 3b  ， 5 1b  ， 6 0b  ； 7 1b  ， 8 1b  ， 9 2b  ， 10 3b  ，

11 1b  ， 12 0b  ，．
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数列{ }nb 是周期为 6的数列，由 1 1c b ， 2 2c b ， 1( 3, *)n n nc b b n n N  � ，则 1 1 1c b  ， 2 2 1c b  ， 3 1c  ，

4 1c  ， 5 2c   ， 6 1c   ， 7 1c  ， 8 0c  ， 9 1c  ， 10 1c  ， 11 2c   ， 12 1c   ， 13 1c  ， 14 0c  ，．

数列{ }nc 从第三项开始为周期是 6的周期数列．

1 2 3 2019 1 1 (1 1 2 1 1 0) 336 1 3c c c c               ．故答案为 3．

9.【解析】由 1 1a  ， *
2 13 ( )n n na a a n N   ，得： 1n  时， 3 23a a ， 2n  时， 2 4 33a a a ，即 3 2

4
2 2

3 9 9
a aa
a a

   ；

3n  时， 3 5 43a a a ，即 4
5

3 2 2

3 3 9 9
3

aa
a a a


   ； 4n  时， 4 6 53a a a ，即 5 2

6
4 2

93
3 3

9
a aa
a a


   ；

5n  时， 5 7 63a a a ，即 6 2
7

5

2

9
3

1
9

a aa
a

a

   ； 6n  时， 6 8 73a a a ，即 7
8 2

6

2

3 3
3

a
a a

a
a

   ．由上可知，数列

{ }na 是以 6为周期的周期数列，则 2019 371 6 3 3 23a a a a    ． 5 2019 2
2

9 3 27a a a
a

    ．故答案为 27．

10.【解析】数列{ }na 满足 1 1a  ， 2 4a  ， 3 9a  ， 1 2 3 ( *, 4)n n n na a a a n N n      � ，

即 3 1 2 ( *, 4)n n n na a a a n N n      � ， 4 3 2 1 12a a a a    ，同理可得： 5 17a  ． 6 20a  ， 7 25a  ， 8 28a  ，

9 33a  ，．数列{ }na 的奇数项与偶数项分别成等差数列，公差都为 8．

则 2018 2 (1009 1) 8 4 4064 4068a a       ．故答案为 4068．

11.【解析】由 1 1
1 2 ( 2
1 1n n n

n na a a n
n n 


 

 
� 且 *)n N ，变形为： 1 1( 1) ( 1) 2 ( 2n n nn a n a na n     � 且 *)n N ，

数列{ }nna 为等差数列，首项为 1，公差为 2 12 3a a  ． 1 3( 1)nna n    ，化为：
23na n

  ．

不等式 1 0.02n na a   化为：
2 23 (3 ) 0.02
1n n

   


，化为： ( 1) 100n n   ，解得 10n  ，

则满足不等式 1 0.02n na a   的正整数 n的最大值为 9．故答案为 9．

12.【解析】由 1 12 4 2 3n n na a a    ，得 1 12( ) 2( ) 3n n n na a a a     ，即 1 1
3( ) ( ) ( 2)
2n n n na a a a n     � ，

又 2 1
1 1( 1)
2 2

a a      ，数列 1{ }n na a  构成以
1
2
为首项，以

3
2
为公差的等差数列，

则 1
1 3 3( 1) 1
2 2 2n na a n n       ， 2 1

3 1 1
2

a a    ， 3 2
3 2 1
2

a a    ， 1
3 ( 1) 1
2n na a n    ．

累加得： 1
3 3 ( 1)[1 2 ( 1)] ( 1) ( 1)
2 2 2n

n na a n n n
          ，

23 7
4n

n na 
 ．
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则 3 23 7
4 4nna n n  ．令 3 23 7( )

4 4
f n n n  ，则

29 14( )
4

n nf n 
  ， ( )f n 在 (2, ) 上为增函数，

f （1） 5
4

  ， f （2） 2 ． nna 的最小值为
5
4

 ．故答案为：
5
4

 ．

13．【解析】令 322  xx ， 31 x ， 12 x ， 2 1 11 3( 1)n n n na a a a       ， 2 1 1 4a a   ．

数列 1{ 1}n na a   为首项为 4，公比为 3的等比数列，． 1
1 1 4 3nn na a 
     ①．

2 1 11 ( 3 13 )n n n na a a a       ， 2 1 23 1a a    ．数列 1 3{ 1}n na a  为首项为 2 ，公比为 1 的等比数

列．   1
1 1 13 2 n

n na a 
      ②．由①和②得

 1
11

2
3

1n
n

n

a


  
  ．或者写成

1

1

3 ,
3 1,

n

n n

n
a

n






 



为奇数

为偶数
．

故答案为：
1

1

3 ,
3 1,

n

n

n
n










为奇数

为偶数
．

14.【解析】 2 1 2n n na a a   ，两边同加 1na  ，得 2 1 12( )n n n na a a a     ，又 1 1a  ， 2 4a  ， 1{ }n na a  是

首项为 5，公比为 2 的等比数列， 1
1 5 2nn na a 
    ①； 2 1 2n n na a a   ，两边同减 12 na  ，得

2 1 12 ( 2 )n n n na a a a      ， 1{ 2 }n na a  是首项为 2，公比为 1 的等比数列， 1
1 2 2 ( 1)nn na a 
    ②，

由①②得 1 15 22 ( 1)
3 3

n n
na

     ．

15.【解析】采用暴力特征方程法求解． 2 1
2 1
3 3n n na a a   ，特征方程： 2 2 1 0

3 3
t t  

解得： 1 1t  ， 2
1
3

t   ，设 1 2
n n

na pt qt  ， 1 1a  ， 2 2a  ， 1
1 1
3

a p q    ， 2
1 2
9

a p q  

解得：
7
4

p  ，
9
4

q  ，故有
7 9 1( )
4 4 3

n
na    ．

16.【解析】 2 1( ) 3I a a a   ， 2 13 3 3a a a   ，由 1 22 3n n na a a   得

1 1 2 1 1 23( ) 3 ( 3 )n n n n n n n na a a a a a a a           

所以 1 1 1
1 1 2 13 ( ) ( 3)3 3 ( 1) (3 3 )n n n

n n n na a a a a a a a  
         

（2）由以上两式得 1 11 [( 3)3 ( 1) (3 3 )]
4

n n
na a a      ， 1 1

1
1 [( 3)3 ( 1) (3 3 )]
2

n n
n na a a a 
      

当 n为奇数时 1 1 1( 3)3 ( 1) (3 3 ) (3 3) 3 3n n n na a a          ，所以 1
1 0 (3 3) 3 3 0n n

n na a a
       

当 1n  时 3a  ，当 1 1

3 3 123 3
3 3 3 3

n

n nn a  


    

 
时� 关于 n递增，所以 3 3a � ．

当 n为偶数时 1 1 1( 3)3 ( 1) (3 3 ) (3 3) 3 3n n n na a a          ，所以 1 1 1

3 3 120 3
(3 3) 3 3

n

n n n na a a  


      

 

关于 n递减，所以 1a   ，综上 ( 1a  ，1) (1 ， 3)．
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17.【解析】（1）因为 )2(2 11   naaa nnn ， )(2 11   nnnn aaaa ，所以数列  nn aa 1 是以 421  aa ，

2为公比的等比数列，所以 ①11 2 
  n

nn aa ，又由 )(2 11   nnnn aaaa ，得 )2)(2(2 11   naaaa nnnn ，

所 以 数 列  nn aa 21  是 以 22 21  aa 为 首 项 、 1 为 公 比 的 等 比 数 列 ， 所 以

②nn
nn aa )1(21)1(221  ，联立①②消去 1na ，得 ])1(2[

3
2 nn

na  ，当 1n 时也适合，所以

])1(2[
3
2 nn

na  .

（2）当 n为偶数时，
12222

22
2
3

)12)(12(
22

2
3)

12
1

12
1(

2
311

11

1

1

1

1
1 













 










nnnn

nn

nn

nn

nn
nn aa

=

1222
22

2
3

11

1




 



nnn

nn
< nn

nn

22
22

2
3

1

1




 



= )2)(
2
1

2
1(

2
3

1   nnn ,所以 )
2
1

2
1

2
11(

2
3111

2
21

n
naaa

  =

3
2
33  n .当 n为奇数是=时， 0])1(2[

2
3

 nn
na ，所以 01 na .又 1n 为偶数，由（1）知

31111111

12121


nnn aaaaaaa
 .

（3）因为 0)]([)()1( 2  nfnfnf ，所以 )()1( nfnf  ，由此得 02)1()()1(  fnfnf  .又

1)(
1

)(
1

]1)()[(
1

)()]([
1

)1(
1

2 








 nfnfnfnfnfnfnf
，所以

)1(
1

)(
1

1)(
1




 nfnfnf
，所以

2
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1]

)1(
1

)(
1[

1)(
1

1 1








 

  fnffkfkfkf

n

k

n

k

，即





n

k kf1 2
1

1)(
1 .（参考裂项相消的部分）

18.【解析】令 2 10 21 0x x   ，解得 3 7x x 或 .所以有 1 1

1 1

3 +1=7( 3 1)
7 +3=3( 7 3)

n n n n

n n n n

a a a a
a a a a

 

 

  
   

所以数列 1{ 3 1}n na a   是 2 13 1 5a a   为首项，7为公比的等比数列，则 1
1 3 1 5 7nn na a 
     ①

数列 1{ 7 3}n na a   是 2 17 3 3a a   为首项，3为公比的等比数列. 1 7 3 3nn na a    ②

①-②得 14 2 5 7 3n n
na

    ，化简得
15 7 3 2
4

n n

na
  

 .

19.【解析】（1） 1
11 2)2(32 

  n
nnnn aaaa ， 1

11 2)3(23 
  n

nnnn aaaa ，故 3,3  qp 时，

  为公比的等比数列为首项，是以 34233 1
1


  n

nn aa .

（2） 1
11 2)2(32 
  n
nnnn aaaa 1

2
)3(

2
3 1
1

1 



 



n
nn

n
nn aaaa

，故存在实数 3 ，使得






 




1
1

2n
nn aa 

为

等差数列；
2
7

2
)3( 1 

  naa
n
nn ，   1

1 272n3 
  n
nn aa

20．【解析】（1） 1
2

k  ， 1 2
1 ( )
2n n na a a   ，数列{ }na 为等差数列， 1 1a  ， 2a a ，公差 1d a  ．
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18
18 17171 18 ( 1)

2
S a

      ，解得 2a  ．

（2）设数列{ }na 是等比数列，则它的公比 2

1

aq a
a

  ，

1m
ma a   ， 1

m
ma a  ， 1

2
m

ma a 
  ，任意相邻三项 ma ， 1ma  ， 2ma  按某顺序排列后成等差数列，

① 1na  为等差中项，则 1 22 m m ma a a   ．即 1 1 2m m ma a a   ，解得 1a  ，不合题意；

② ma 为等差中项，则 1 22 m m ma a a   ，即 1 12 m m ma a a   ，化简 2 2 0a a   ，解得 2a   或 1a  （舍去）；

③若 2ma  为等差中项，则 2 12 m m ma a a   ，即 1 12 m m ma a a   ，化简得： 22 1 0a a   ，解得
1
2

a   ；

1
1 1 2

2

2
1 5

m
m

m m
m m

a a ak
a a a a a


 



     
  

．综上可得，满足要求的实数 k有且仅有一个
2
5

 ．

（3） 1
2

k   ，则 1 2
1 ( )
2n n na a a    ， 2 1 1( )n n n na a a a       ， 3 2 2 1 1( )n n n n n na a a a a a          ，

当 n是偶数时， 1 2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2n n n n
n nS a a a a a a a a a a           ．

当 n是奇数时， 1 2 3 1( ) ( )n n nS a a a a a     2 3 1 2
1 1 11 ( ) 1 [ ( )] 1 ( 1)( 1)

2 2 2
n n na a a a a n  

          � ，

1n  也适合上式，综上可得，
 

 

11 1 ,
2

1 ,
2

n

n a n
S

n a n

   
 


为奇数

为偶数

．

专题 7 数列的本质

1.【答案】A.

【解析】做一条 y=x的直线，和 f（x）交于不动点（0,0），（1，1），当  1 0,1a  时，在这两个不动点之

间只有 A选项图象是凸起的，故选 A.
2.【答案】B.
【解析】该函数通过分离常数法可以判断出来这是一个反比例函数变化过来的，画出反比例函数的图象。

再画出 y=x的直线，相交于一个不动点（0,0），当 x>0时，因为是凸函数，所以递减.故选 B.
3.【答案】2 .

【解析】令 21 2 4
2

y x x   ，当 y=x时，如下图所示函数的不动点有 0 02 4x x 或 ，两个不动点    2 2 4,4，， ，

1 3x  时，数列 nx 单调递减，此情况下 A=2.
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（第 3题图） （第 4题图）

4.【答案】2.

【解析】令 21 2
2

y x x   ，当 y=x时，函数的不动点有 0 00 2x x 或 ，两个不动点    2,20，0 ， ， 1 1x 

时，数列 nx 单调递增，此情况下 A=2.

5.【答案】3.
【解析】由定理 3可知，a+d=0的时候，符合题意，此时 03 a ， 3a .

6.【答案】D

【解析】对 A． 2( )f x x ， 2
1 ( )n na a  ，可以算出不动点为（1,1），根据蛛网图，

2
1

1 a 时，故 na 为

递减数列， 100
1 100 50 100
2

S     ．也可以取对数： 1 2n nlna lna  ，数列{ }nlna 是等比数列，首项为 2ln ，

公比为 2．
100

100
100

2(2 1) (2 1) 2 0 100
2 1

lnS ln 
     


．

对 B ．
1( ) 2f x x
x

   ， 1
1 2n n
n

a a
a    ，可得不动点为 








2
1

2
1
， ，以此可得：

1
2na  ，可得：

100
1 100 50 100
2

S     ．

对C． ( ) 1xf x e x   ， ( ) 1xf x e   ， 0x  时，单调递减．令 ( ) 1xg x e x x    ，可得 0)0( g ， 0)1( g ，

0)2( g ，故不动点为 01 x ， 2x 位于区间 )2,1( 内，此函数为下凹函数，故数列  na 为递减数列，

1 1
1 , ( )
2 n na a f a  ， *n N ，则 1 2 3 100a a a a    ，可得 100 100S  ．

对 D ． ( ) 1f x lnx x   ，在 (0, ) 上单调递增， 1 1
1 , ( )
2 n na a f a  ， *n N ，根据蛛网图，则

3 12na a aa    ，并且 13 a ，以此类推可得 100 100S  ．因此不满足 100 100S  ．故选 D．
7.【答案】A
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【解析】
2 2( 1 1) 1 1( ) [( 1) 2]

2 2 2( 1) 2 1
x xf x x
x x x

 
     

  
，可得不动点为 01 x ， 22 x ， ( )f x 在 2x  ，

或 0x  时递增，在1 2x  ，或 0 1x  时递减，如图所示，则当 2x� 时，根据蛛网图 1， 1( ) 4 2
2

f x  � ，

1( ) 2f x � ， 2 ( ) 2f x � ，，不等式 2018 ( ) 2f x � 恒成立；当 0 2x � 时，根据蛛网图 2和 3， 2018 ( )f x 不单调；当

0x� ，根据蛛网图 4， ( )f x 递增，即有 ( ) 0f x � ，可得 1( ) 0f x � ， 2 ( ) 0f x � ，，不等式 2018 ( ) 0f x  无解．综

上可得 B，C， D均不正确； A正确．故选 A．

8.【答案】

【解析】周期数列模型，由于 bcadda  2)( ， 3T ， 1 0a  ， 2
0 3 3
0 1

a 
  


， 3

3 3 3
3 1

a  
 

 
，

4
3 3 0
3 1

a 
 

 2008 669 3 1 1 0a a a     ，故选 A．

9.【答案】B

【解析】数列{ }na 满足 1
1
2

a  ， *
1

11 )1(n
n

n n

aa n N
a a    


， bcadda  2)( ， 3T ， 2

1

11 1a
a

    ，

3
2

11 2a
a

   ， 4
3

1 11
2

a
a

   ，又 1 2 3
1 31 2
2 2

a a a      ，
3 66 99
2
  ，

199 100
2

  ，
199 1 100
2

   ，

199 1 2 100.5 100
2

     ，则使 1 2 100ka a a   成立的最大正整数， 66 3 2 200k     ．故选 B．

10.【答案】A

【解析】根据题意，数列{ }na 中 1
1
2

a  ， *
1

2 ( )
2n

n

a n N
a  


， )(2)( 2 bcadda  ， 4T

则 2
1

2 2 4
12 32
2

a
a

  
 

， 3
2

2 2 3
42 2
3

a
a

  
 

， 4
3

2 2 2
2 2 3

a
a

   
 

， 5 1
4

2 2 1
2 2 ( 2) 2

a a
a

   
  

，

进而可得： 6 2
4
3

a a  ， 7 3 3a a  ， 8 4 2a a   ，则 4n na a  ，

则 100 1 2 3 4 5 100 1 2 3 4
1 46 6( ) 6 25 ( ) 6 25 ( 3 2) 425
2 3

S a a a a a a a a a a                   ，故选 A．

11.【答案】A

【解析】由于 1
(2 3)

(2 3) 1
n

n
n

aa
a

 

 

， da  与 bcad  关系不满足常规套路，但是

1
2

1

(2 3) 3 1
(2 3) 1 3
n

n
n

a xa
a x






  
 
   

，所以  bcadda  3)( 2 ，故 126
2

 TT
，

1
2018 12 168 2 2

1

(2 3) 5 3 6
31 (2 3)

aa a a
a 

  
    

 
．故选 A．

12.【答案】D
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【解析】 1
2

2
n

n
n

aa
a   ，不动点为 2,2 21  xx ，根据蛛网图可得：递减区间会出现摆动数列，单调不确

定，（1） 1 ( 2,0)a t   时， 1
2

1

2 2
2
aa

a
    ，可得： 2( 2)na n  � ． 2 1 0a a   ，但是 1 0( 2)n na a n   � ，

不合题意，舍去．同理， 1 ( 2,0)a t   时也属于函数递减区间，数列属于局部摆动数列，也不满足题意；

（2） 1 2a t  时， 1
2

1

2 2
2
aa

a
   ，可得： 2( 2)na n � ． 1 0n na a   ，符合题意． 1 2a t   ，数列属于

递增数列，故选D．

13.【答案】D

【解析】不动点为 2,2 21  xx ，不动点为顶点，根据蛛网图，故当 0a 时，数列极限为 2 ，且 2na

因此 A不正确． 2a 时，数列为递减数列， 20  a 时，数列前两项摆动，即 naaaaa  4321 ，

因此 B不正确．C不正确．D：由 1 0a a  ， 1
1 ( *)

2
n

n
n

aa n N
a    ， 2

1
2
aa

a
  ，令

1
2
a a

a
  ，解得 2a  ，

则 2na  ，即为不动点，因此结论成立．故选 D．

14．【答案】B

【解析】对于 A．不动点为 1,0 21  xx 1 (0,1)a  ， ( )f x x 在区间 )1,0( 为上凸区间， 1n n na a a   ，

可得数列{ }na 是递增数列；对于 B．不动点为 1,0 21  xx ， 1 (0,1)a  ， ( ) 2 1xf x   在区间 )1,0( 为下凹区

间，不妨取 1
1
2

a  ， ( ) 2 1xf x   在区间
1
2

2
12 1 2 1
2

a      ，因此数列 { }na 是递减数列；对于

2: ( ) 2C f x x x  ，属于一个圆心为 )0,1( ，半径为 1的圆的上半部分，不动点为 1,0 21  xx ，显然在区间

)1,0( 为上凸区间，可知：当 0 1x� � 时，函数 ( )f x 单调递增；当1 2x� � 时，函数 ( )f x 单调递减． 1 (0,1)a  ，

数列{ }na 是递增数列；对于D．画出图象 2log ( 1)y x  ， y x ，可知不动点为 1,0 21  xx ，在区间 )1,0(
为上凸区间，在 (0,1)x 时， 2log ( 1)x x  ， 1 2log ( 1)n n na a a    ，因此数列{ }na 是递增数列．故选 B．

15.【答案】A

【解析】法一：数列 { }na 满足 1
22 3n n
n

a a
a    ，首项 1a a ，若数列 { }na 是递增数列，所以
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1
2 3 0n n n
n

a a a
a      ，则 1

1

2 3 0a
a

   ，即
2 3 0a
a

   ，当 0a  时，解得 (0a ，1) (2 ， ) ．

当 0a  时，不等式无解．若 1
1
2

a  ，此时 2 3 2a a  ，不满足题意，排除 B，C，若 1
1
4

a  ，此时 2
11
2

a  ，

3
48
11

a   ，满足题意，排除 D．故选 A．

法二：蛛网图上来，令 322)( 
x

xxf ，可得不动点为 2,1 21  xx ，故根据函数的区间可知，在 (0a ，1)

时，函数 )(xf 单调递减，故数列属于摆动数列区间，由于函数有极值，故需分类讨论，显然，考虑数列的

另一个不动点(2,2)，则当
2
1

x 时， 2y ，故当 (0a ，
2
1 )，如图所示，数列从 2a 开始弹到递增数列区间，

当 (a
2
1
，1)时，数列处于从 2a 开始弹到递减数列区间； (1a ，2)时，函数属于下凹区间，此时数列为递

减数列，而当 (2a ， ) 时，函数属于上凸区间，数列为单调递增，故选 A.

16.解：
x
xy





1

21
当 y=x时，联立 012  xx ，解得不动点为 1 2

1 5 1 5,
2 2

x x 
 = ， 11 a ，根据蛛网

图可得，此数列位于函数的上凸区间，为递增数列，所以
2
51

21


 naaa 

16题图 17题图

17.解： 21 2
10

y x x   ，当 y=x的时，联立解得不动点为 1 20 10x x 或 = ， 1 1x  时候，通过蛛网图可以发

现 nx 单调递增，且小于 2x ，即证 110 n nx x 
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18.（1）  
1
24





x
xxf 1

11
19

x  2
1
5

x  13 x ，（2） 0x =1或 2

（3）  
1
24





x
xxf ，令 xy  解得 0232  xx ， 1 1x  ， 2 2x  ，要满足 1 nn xx ，只需要 1< 0x <2

19. 解 ： 令
x

cy 1
 ， 由 xy  得 不 动 点

2
42

2,1



ccx ， 要 1 nn aa , 即 数 列 { }na 递 减

2
2

41
2

4 22






 ccccc

，又 nn
lim a


=
3
103

2
42

2 


 cccx ，综上知，
3
102  c

20.解：（1） 2( ) 1f x x x   ， ，  是方程 ( ) 0f x  的两个根 ( )  ，
1 5 1 5,
2 2

    
  ；

（2） ( ) 2 1f x x   ，
2

1

1 1 5(2 1) (2 1)1 2 4 4
2 1 2 1

n n n
n n

n n n
n n

a a aa aa a a
a a

    
   

 

5
1 14(2 1)
4 2 1 2n

n

a
a

   


，

法一： 1 1a  ，有基本不等式可知 2
5 1 0
2

a 
� （当且

仅当 1
5 1
2

a 
 时取等号）， 2

5 1 0
2

a 
  ，同样

3
5 1
2

a 
 ，

5 1 ( 1,2)
2na n

   ，

法二：构造蛛网图  
4
1

48
5

21 



n

n
nn a

aaFa ，不动点

为
2

15,
2
15

21





 xx ，由于 1 1a  ，故根据蛛网图

可知 121 xaaa n   ，且
2
15lim 




nn
a ， na 

（3） 1
( )( ) ( 1 )

2 1 2 1
n n n

n n n
n n

a a aa a a
a a
  

  

  
      

 
而 1    ，即 1    ，

2

1
( )
2 1
n

n
n

a
a

a





 


，

同理
2

1 1
( )

, 2
2 1
n

n n n
n

a
a b b

a


 


  


，又 1

1 3 5 3 5 3 52 2(2 1)
1 2 23 5

n
nb ln ln ln s ln


   

    
 

21．证明：（1）由 1
1
2

x  ， 1
1

1n
n

x
x 


， 2 3 4

2 3 5, ,
3 5 8

x x x   ， 5 6
8 13,
13 21

x x  ，
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由 2 4 6x x x  猜想：数列 2{ }nx 是递减数列，下面用数学归纳法证明：

（1）当 1n  时，已证命题成立

（2）假设当 n k 时命题成立，即 2 2 2k kx x  易知 2 0kx  ，

那么 2 3 2 1
2 2 2 4

2 1 2 3 2 1 2 3

1 1
1 1 (1 )(1 )

k k
k k

k k k k

x xx x
x x x x

 
 

   


   

   
2 2 2

2 2 1 2 2 2 3

0
(1 )(1 )(1 )(1 )

k k

k k k k

x x
x x x x



  


 

   

即 2( 1) 2( 1) 2k kx x   也就是说，当 1n k  时命题也成立，结合（1）和（2）知，命题成立

由蛛网图可知，不动点为
2

15,
2
15 




  ，由于 1
1
2

x  ，故根据蛛网图可知  1231 nxxx  ，

 nxxx 242  且
2
15lim 




nn
x ，

（2）当 1n  时， 1 2 1
1| | | |
6n nx x x x     ，结论成立

当 2n� 时，易知 10 1nx   ， 1
1

1 11 2,
1 2n n

n

x x
x



   


 1 1 1
1

1 5(1 )(1 ) (1 )(1 ) 2
1 2n n n n

n

x x x x
x  



      


�

 2 11
1 1 1 2 2 1

1 1

| |1 1 2 2 2| | | | | | ( ) | | ( ) | |
1 1 (1 )(1 ) 5 5 5

nn n
n n n n n n

n n n n

x xx x x x x x x x
x x x x


   

 


       

   
� � � � 11 2( )

6 5
n ．
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第三章 不等式参考答案

专题 1 一元二次不等式解法

1．D；2． B；3．C；4．D；5． B；6．C；7． B；8．D；9． D；10．D；11．C；12． B；

13． 2,3  ba ； 92  axbx 的解集为 3|{ xx 或 }
2
3

x ．

14． 2,1  ba ； x
x
xf


）(

的解集为 2}0|{  xx ．

15．（1）当 4a 时，不等式 2)( xf 的解集为 1|{ xx 或 }6x ；

（2）对任意 Rx ，若 2)( xf 恒成立，即 25025 22  xxaaxx 恒成立

而
4
17)25( max

2  xx ，所以
4
17

a ．

16． A；17． A；18． A；19．B；20．B；21．B；22．D；23．C；24．B；25．B；26．D；27．B；

28．
2
5

a ； 29．②；

30. B；31．C；32． A；33．C；34． A；35．D；36．B；37．D；38．C；39．B；40．B；41．B；

42． )
4
3,0[ ；43．

4
5

a ．

44．由 274
2
1

 a
a

（1）原不等式即为 0)12)(1(023)2(2 2  xmxxmmx

因为 0m ，所以解集为 }
2
11|{  x

m
x ；（2）关于 x的不等式 03)(2  axamxma 恒成立，即为

01)2(2 2  xmmx ， 当 0m 时 ， 解 集 为 }
2
1|{ xx ， 不 满 足 条 件 ； 当 0m 时 ，

0)2(08)2( 22  mmm ，解集为，故m的取值范围是 .

专题 2 含参一元二次不等式

1. A；2． A；3．D；4． A；5．C；

6．原不等式即为 0))(3(  axax ；

（1） 0a 时，解集为 axx { 或 }3ax 

（2） 0a 时，解集为 }0{ xx

（3） 0a 时，解集为 axx 3|{  或 }ax 

7．解集为 )
2

4,
2

4(
22  aaaa

；

8． B；9． D；10． }
5
41|{  xx ；

11．原不等式即为 0)1)(1(  xax

（1） 0a 时，解集为 }1|{ xx ；

（2） 0a 时，解集为 1|{ xx 或 }1
a

x  ；
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（3） 0a 时，① 01  a 时，解集为 }11|{
a

xx 

② 1a 时，解集为 }11|{  a
a

x

③ 1a 时，解集为

12.（1） 0a 时，解集为 }0|{ xx ；

（2） 0a 时，① 10  a ，解集为 )11,11(
22

a
a

a
a 

② 1a ，解集为

（3） 0a 时，① 1f  a ,解集为 ),11()11,(
22





a
a

a
a 

② 1a ，解集为 R

③ 1a ，解集为 }1|{
a

xx 

13.C；14． B；15． )2,
4
3[ ；

16. 0
1

1)1(1
1







 x
xa

x
ax ,解集为 1|{ xx 或 }2x ,所以

2
12

1
1



 a
a

17.（1）解集为 )2,1()0,1()2,(   ； （2）解集为 ),5(]4,1[)2,(  

18.原不等式即为 0)1)(2(022









ax
xx

ax
xx

（1） 1a 时，解集为 ),2[]1,(  a

（2） 10  a 时，解集为 ),2[),1[  a

（3） 1a 时，解集为 ),2[ 

专题 3 对勾函数解决恒成立和实根分布问题

1. 6)1(06 22  xaxaaxx ，
1x 时满足； )1,5[x 时，不等式

1
66)1(

2
2





x
xaxax ，

所以 272)
1
6( min

2






x
xa .

2.(1)不等式   x
x

xxaxaxax 




1

)31(01
2

2 ，不等式有解，则 1a ；

(2)不等式   x
x

xxaxaxax 




1

)31(01
2

2 ，恒成立，则 3a .

3.（1）不等式   0523)12()(0 2  xxkxkgxf ,  1,1k 恒成立,则 







k
g
g

0)1(
0)1(

；

（2）     ))2,0((
12

523))2,0(0(5123
2

2 



 x

x
xxaxkxkxxf ，
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而函数 ))2,0((
12

523 2





 x
x

xxy 的值域为 ]2,5(  ，故 a的取值范围为 ]2,5(  .

4. 0a 时不符合题意，故 0a ，从而 0322)( 2  axaxxf 在 ]1,1[ 有解
x

x
a 23

121 2




 在 ]1,1[ 有解，

而函数 ])1,1[(
23
12 2





 x
x

xy 的值域为 ]1,37[  ，由 1]1,37[
23
121 2





 a
x

x
a

或
2
73

a .

专题 4 线性规划参考答案

1．C；2．D；3．D；4．C；5．C；6.C 7．3；8．﹣2；8；9．9；10．3；11．6；12．216000；13．15；

14.(1)由已知 yx, 满足的数学关系式为





















0
0

300103
36058
00254

y
x

yx
yx
yx

该二元一次不等式组所表示的平面区域为图中

的阴影部分.

（2）设利润为 z万元,则目标函数 yxz 32  ,这是斜率为
3
2

 ,随 z变化的一族平行直线.
3
z
为直线在

y轴上的截距,当
3
z
取最大值时, z的值最大.又因为 yx, 满足约束条件,所以当直线 yxz 32  经过可

行域中的点 M 时,截距
3
z
的值最大,即 z的值最大.解方程组








300103
20054

yx
yx

得点 M 的坐标为 )24,20(M ,

所以 112243202max z .

答:生产甲种肥料 20 车皮,乙种肥料 24 车皮时利润最大,且最大利润为 112 万元.

专题 5 基本不等式与柯西不等式

1．C；2．B；3．C；4．B；5．B；6．C；7．B；8．D；9．B；10．B；11．D；12．C；13．B；
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14．
7
143

；15．9；16．﹣2；17．
5
1

a ；18．18；19．8；20．4；21． 5 ；22．﹣2；23．
3
6
；24．

4
3
；

25． ),
5
1[  ）；26．9；27．

5
102

；

28．（Ⅰ） abba 222  , bccb 222  , acca 222  得

acbcabcba  222

由题设得 1)( 2  cba ，即 1222222  acbcabcba ．

所以 1)(3  acbcab ，即
3
1

 acbcab

（Ⅱ） ca
a
cbc

c
bab

b
a 2,2,2

222


)(2)(
222

cbacba
a
c

c
b

b
a



即 cba
a
c

c
b

b
a


222

1
222


a
c

c
b

b
a

29．由柯西不等式，得 2222222 )22()221)(( zyxzyx 

因为 622  zyx ，所以 4222  zyx ，

当且仅当
221
zyx

 时，不等式取等号，此时
3
4,

3
4,

3
2

 zyx ，

所以 222 zyx  的最小值为 4．

专题 6 糖水不等式

1. D ; 2． A ; 3． A ; 4． ),
2
1()

2
1,(  ；

5. )2(log
)1ln(
)2ln(

)1ln(

)12ln(

1lnln

1ln)1ln(

ln
)1ln()1(log 1 



















  n
n
n

n
n

n

n
nn

n
nn

n
nn nn ;

6．证明： acb 
c
c

b
b

cb
c

cb
b

cb
cb

a
a




















111111

7．（1）
1


n
nx ；

（2）
nn

n
n
nxxxT nn 4

1
2

12
4
3

3
2)

2
1()

2
12

6
5

4
3

2
1( 222

12
2

3
2
1 





  ，当仅当 1n 时等号成立．
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8． nnn SSS   12 ，

2
2

1

1

1

1
1

1

11

1

2

























nnn

n

n

n

n

n

n

n

n

SSS

S
S

S
q
a

S
q
a

qSa
qSa

S
S

01logloglog
2
loglog

5.0
1

2
5.015.0

25.05.0 










n

nn
n

nn

S
SS

SSS

9．（1） 132  n
na ；（2） nnn SSS   12

2
2

1

1

1

1
1

1

11

1

2

























nnn

n

n

n

n

n

n

n

n

SSS

S
S

S
q
a

S
q
a

qSa
qSa

S
S

；

10．（1） 1r ；

（2） )(2  Nnnbn ，

1
12
22

2
12

4
5

3
4

2
3

2
12

4
5

3
4

2
3

2
12

4
5

3
4

2
3111 2

2

2

1

1 



















 n

n
n

n
n

n
n

n
n

b
b

b
b

b
b

n

n ）（

11. （1） )(23  Nnnbn ；

（2） 3
3

)
23
13

4
5

1
2(log)]

23
11()

4
11()11[(log








n
n

n
S aan

n
n

n
n

n
n

3
13

13
3

23
13 






 13

3
13

13
3

23
13

3
4

2
3

1
2)

23
13

4
5

1
2( 3 














 n
n
n

n
n

n
n

n
n

故当 1a 时， )11(log
3
1

n
an b

S  ；当 10  a 时， )11(log
3
1

n
an b

S 

12.（1）根据糖水不等式：
1
1

2
2

1
1













im
in

m
n

m
n

m
n

，故

13. i
m

i
ni

i

i

A
A

immmm
innnn

m
n

m
n






)1()2)(1(
)1()2)(1()( ，即 i

n
ii

m
i AmAn  ；

（3）要证 mn nm )1()1(  ，只需证 )1ln()1ln( nmmn  ，只需证
n
n

m
m )1ln()1ln( 




，构造函

x
xxf )1ln()( 

 ， 2
'

)1ln(
1)(
x

x
x
x

xf


 ， 令 )1ln(
1

)( x
x
xxg 


 ， 0)0( g ；

22
'

)1(1
1

)1(
1)(











x
x

xx
xg ，

故当 ),0( x 时， 0)(' xg ， 0)0()(  gxg ，故 0)(' xf ，
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)(xf 在区间 ),0( ， 1 mn 时，
n
n

m
m )1ln()1ln( 




，命题得证．

14.根 据 糖 水 不 等 式 ， 2222

















 cba
c

cba
b

cba
a

ab
c

ca
b

cb
a

， 再 令 xba  ，

ycb  zac  ，
2

yzxa 
 ，

2
zyxb 

 ，
2

xzyc 


x
xzy

z
zyx

y
yzx

ab
c

ca
b

cb
a

222

















2
3

2
3

22
2

22
2

22
2

2
3

222222


x
z

z
x

z
y

y
z

x
y

y
x

x
z

x
y

z
y

z
x

y
z

y
x

（当仅当 zyx  时等号成立）

14．令
a
bx  ，

b
cy  ，

c
az  ，

2
1

1
1

1
1

1






























 cba

bc
cba

ba
cba

ca
ac

c
cb

b
ba

a
zyx

；

根据 13题结论， 1
2
3








 ac
c

cb
b

ba
a

15．证明：

3
6
52

3
11

3
1

9
1

52

)
3
1

3
1

3
1(52

3
14

3
14

3
142

13
4

13
4

13
4

13
4

1

322222222 1211210


































n

nn nnT

16.证明：
rcCaA

bB
rcCaA

aA
rcCaA

cCaA
brcCaA

cCaA

















，

根据糖水不等式可得

)1(
bBrcCaA

bBaA
rcCaA

aA






 )2(

bBrcCaA
bBcC

rcCaA
cC









两式相加得： brcCaA
cCaA

rcCaA
cCaA

racCbB
cCbB

rcbBaA
bBaA


















专题 7 权方和不等式

1.
yxyxyxyyx 










22 )21(41
2

)22(12
)2(

21


=3

2. 1
)22(

)2(
)1(

4
)12( 2

2

2

2

2

2









 yxa

yx
xa
y

ya
x

，令 t=x+2y-2，即

2222818)44(11)2( 2
222

2


 aa
at

t
ata

t
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3. 222))()((6

9

4

91
1
41
1

1
1

2

2

2

2

2

2




























































z
y

y
z

z
x

x
z

x
y

y
x

xyz
yxzxzyabc

z
yxc

y
zxb

x
zya

zyx
z

c

zyx
y

b

zyx
x

a

令

故 12216 abc

4.根据权方和不等式 ,
cbacbacbacbacba
25416464254164










,根据取等号的条件

cba
521

 ，即 8
a

cba .

5. 由线性规划问题易知 12  ba ， 4
)2(
)11(

4
11

2

2

22 




baba

.

6. 3)( 2222





 cba
cba
cba

c
a

b
c

a
b .

7. zyxyzxzxy

yzyz

xzzx

xyyx


















2

2

2

2
3

)(2
)()( 22222

















 zyx
zyx

xyzxyzzyx
zyx

xyz
z

zxy
y

yzx
x

8. （1）由柯西不等式得：
yx
ba

y
b

x
abayx

y
b

x
a





222

2
22 )()())(( ，由柯西不等式取等号的条件可

以知道
b
y

a
x

b
y

a
x

 2

2

2

2
；（2）

5
8

111
)31(

cos8
9

sin3
1 2

22 








 xx
.

9. 根据权方和不等式得：
dadccbba 











2)111(111

10. （1） 4)11(11 2






baba

（2） 2017
2017

20162016 2)11(11






baba

11. 1
)(2
)(2222 2222












 zyx

zyx
yx

z
xz

y
zy

x

12. 27
)(

)111(111
32

3

642 




cbacba

13.
5
1

4
)(

1111

22222















 dcba

dcba
d

d
c

c
b

b
a

a
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14.
xyxzyz

z
y

y
x

x
zxyxzyz

zyx
zxyzxy

z
y

y
x

x
z

z
y

y
x

x
z

xzzyyx





222
22

222

222333

)()111())((

111

15. （1） 27
)(
)111(111
2

3

222 




zyxzyx

（2） 





 1

)(
)(
2

3

222

333

zyx
zyx

zyx
zyx

，故的最大值为 1.

16.
4
3

3
)111(

)1(
1

)1(
1

)1(
1 3

222 











 cbacba
.

17. 8
)(
)211(211811
2

3

2

3

2

3

2

3

222 




cbacbacba

18.
bcacabbcacabcba

cba
ca

c
bc

b
ab

a
a
c

c
b

b
a























 1

1)(
)1()1()1(111

2222

bcabaccba

bccb

acca

abba

bcacabcbacbacba




















222

22

22

22

2222

2

2

2

12221)(1

原不等式等价于：
3
1)(32221 222  acbcabacbcabbcacabcba

4
3

1
1)(

)1()1()1(111

2222
























 bcacabbcacabcba

cba
ca

c
bc

b
ab

a
a
c

c
b

b
a

19.

1
1)(

)1()1()1(111 222222

2222























 cbacbacba

cba
cc
c

bb
b

aa
a

c
c

b
b

a
a

又因为

bcabaccba

bccb

acca

abba

bcacabcbacbacba




















222

22

22

22

2222

2

2

2

12221)(1

即原不等式等价于
3
1)(32221 222222222  cbacbabcacabcba

20. 1
)33(

)(

3333 2
1

2233

2
3

23

2
3

23

2
3

2222
















 baabba

ba

bab

b

aba

a

ab

b

ba

a
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21.
zyxyxzxzyzyx 























 1

2
1
2

1
2111

1
1

1
1

1
1

等价于证明

zyxyxzxzy 














 1
4

1
4

1
4222

又因为

zyzzxzyyx

xyxzx

yzyyx

zzxzy

























































1
4

1
4

1
4222

1
411

1
411

1
411

，即

zyxyxzxzyzyx 























 1
2

1
2

1
2111

1
1

1
1

1
1

成立.

22. 令
z
yc

x
zb

y
xa  ,, ，则

1
222

)(

22222221
1

21
1

21
1

222

2

2

2

2

2

2

2

































yzzxxyzyx
zyx

yzz
z

zxx
x

xyy
y

yz
z

zx
x

xy
y

cba

23.令
zyx

xa


 ，
zyx

yb


 ，
zyx

zc




所以原不等式为
x
z

z
y

y
x

yx
yxz

xz
zxy

zy
zyx 222222













只需证
xzyyzx

zy
zyxxyz

yx
xyzxzy

zx
xyx

zy
xzz

yz
yzy

xz
22

22

22

22

22

22

222
2222223



















而 3
)(

3
1

)(
)(2

)(2222
2

2

222

2

22

22

22

22

22

22

















 xyyzxz

xyyzxz
yzxxyzxzy

xyyzxz
xzyyzx

zy
zyxxyz

yx
xyzxzy

zx

24.令
































1

1

1

1

1

1

2

2

2

zc

yb

xa

zc

yb

xa

原等式等价于

1113

)3(
)(

111
12

1
1

1
1

1
1

222

222

2

2

2

2

2

2

2

222
























cbacbazyxzyx

zyx
zyx

z
z

y
y

x
x

zyx
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专题 8 绝对值不等式

1．A；2．C；3．D；4. ]
2
1,1[ ；5． ),2[]3,(   ；6．R；7． ]4,0[ ；8． ]8,( ；9． ]

2
1,(  ；10． }

4
1|{ xx ；

11． ),0[  ；

12．（1）当 3a 时，   3|2-x||3|3  xxf









323

2
xx

x
或








323
32
xx

x
或








323
3

xx
x

1 x 或 4x

（2）原命题   4 xxf 在 ]2,1[ 上恒成立

xxax  42|| 在 ]2,1[ 上恒成立

xax  22 在 ]2,1[ 上恒成立

03  a

13．将函数 11)(  xxxg 化简,可得














1,2
11,2

1,2
)(

xx
x

xx
xg

(1)当 1a 时 ,作出函数图象可得    xgxf  的范围在 F 和 G 点中间 ,联立








4

2
2 xxy

xy
可得点

)117,
2

117( 
G ,因此可得解集为 ]

2
117,1[ 

 .

(2)即    xgxf  在 ]1,1[ 内恒成立 ,故而可得 axxaxx  224 22 恒成立 ,根据图象可得 :函数

axy  必须在 21, ll 之间,故而可得 11  a .
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14．(1)当 1a 时,













2,62

21,2
1,42

)(
xx

x
xx

xf ， 0)( xf 的解集为 }32|{  xx

(2) 1)( xf 等价于 4|2|||  xax .而| |2||2|||  axax 且当 2x 时等号成立.

故 1)( xf 等价于 4|2| a .由| 4|2| a 可得 6a 或 2a

所以 a的取值范围是 ),2[]6,(   .

15(1)当 1a 时 , |1||1|)(  xxxf ,即














1,2
11,2

1,2
)(

x
xx

x
xf 结合函数图象可知 ,不等式 1)( xf 的解集为

}
2
1|{ xx

(2)当 )1,0(x 时 xaxx  |1||1| 成立等价于当 )1,0(x 时 1|1| ax 成立.

若 0a ,则当 )1,0(x 时 1|1| ax ;若 0a , 1|1| ax 的解集为
a

x 20 

所以 12


a
,故 20  a ，综上, a的取值范围为 ]20( ， ．

16．(1)当 1x 时, 13)2()1()(  xxxf 无解.

当 21  x 时, 12)2()1()(  xxxxf 令 112 x ,得 1x ,所以 21  x .

当 2x 时, 213)2()1()(  xxxxf .

综上所述, 1)( xf 的解集为 ),1[  .

(2)原式等价于存在 Rx ,使 mxxxf  2)( 成立,即 mxxxf  max
2 ])([

设 xxxfxg  2)()( ,由(1)知


















2,3

21,13

1,3

)(
2

2

2

xx

xxx

xxx

xg

当 1x 时, 3)( 2  xxxg ,其开口向下,对称轴为 1
2
1

x ,所以 5)1()(  gxg .

当 21  x 时 13)( 2  xxxg ,其开口向下,对称轴为
2
3

x ,所以
4
5)

2
3()(  gxg .

当 2x 时 3)( 2  xxxg ,其开口向下,对称轴为
2
1

x ,所以 1)2()(  gxg 1.

综上:
4
5)( max xg ,即m的取值范围为 ]

4
5,( .

17．(1)当 2a 时, 2|22|(  xxf ） ,解不等式 62|22| x 得 31  x .

因此 6( ）xf 的解集为 }31|{  xx .
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(2)当 Rx 时, aaaxaxxaaxxgxf  |1||212||21||2|)(( ）

所以当 Rx 时, 3)((  xgxf ） 等价于 3|1|  aa ①

当 1a 时，①等价于 31  aa 无解

当 1a 时，①等价于 231  aaa

所 a的取值范围是 ),2[  .

18．(1)当
2
1

x 时 , 22(  xxf ） 2,解得
2
11  x ;

当
2
1

2
1

 x 时 , 21( ）xf 恒成立;当
2
1

x 时 , 22(  xxf ） ,解得 1
2
1

 x .

综上可得 , }11|{  xxM .

(2)当 )1,1(, ba )时 ,有 0)1)(1( 22  ba ,即 2222 1 baba  2,

则 2222 212 babaabba  ，则 22 )()1( baab  2,即 |1|||  abba .

19．原不等式可化为










23

,
2
3

x

x
或











233

,
2
3

x

x
解得 5x 或.

3
1

x

综上,原不等式的解集是 5|{ xx 或. }
3
1

x

20．(1)当 1a 时, 1)( xf 化为 01|1|2|1|  xx .

当 1x 时,不等式化为 04 x ,无解;

当 11  x 时,不等式化为 023 x ,解得 1
3
2

 x ;

当 1x 时,不等式化为 02 x ,解得 21  x .

所以 1)( xf 的解集为 }2
3
2|{  xx .

(2)由题设可得,














axax
axax

xax
xf

,21
1,213

1,21
)(

所以函数 )(xf 的图象与 x轴围成的三角形的三个顶点分别为 )0,
3
12( aA ， )0,12( aB ， )1,( aaC ), ABC 的

面积为 2)1(
3
2

a .由题设得 6)1(
3
2 2 a 故 2a .所以 a的取值范围为 ),2(  ．

21．(1)由 0a ，有 21|)(1||||1|)(  a
a

ax
a

xax
a

xxf .所以 2)( xf .

（2） |3||13|)3( a
a

f  .
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当 3a 时， a
a

f 
1)3( ,由

2
21535)3( 

 af

当 30  a 时，
a

af 16)3(  由 3
2
515)3( 


 af .

综上， a的取值范围是 )
2
215,

2
51( 

．

22．(1)当 2a 时，不等式 )()( xgxf  化为 03|22||12|  xxx ，

设函数 3|22||12|  xxxy ，























1,63

,1
2
1,2

2
1,5

xx

xx

xx

y

其图像如图所示，从图像可知，当且仅当 )2,0(x 时， 0y ，

原不等式解集是 }20|{  xx ．

（2）当 )
2
1,

2
[ ax  时， axf 1)( ，不等式 )()( xgxf  化为 31  xa ，

2 ax ∴ 2x a ≥ 对 )
2
1,

2
[ ax  都成立，故 2

2
 aa

，即
3
4

a ，

∴ a的取值范围为 ]
3
4,1( ．

23．（1）因为 }21|{  xx ，且 A
2
1

，所以 a |2
2
3| ，且 a |2

2
1|

解得
2
3

2
1

 a ，又因为
Na ，所以 1a 1a 

（2）因为 3|)2()1(||2||1|  xxxx

当且仅当 0)2)(1(  xx 即 21  x 时取到等号,所以 )(xf 的最小值为 3．

24．（1）














5,3
52,72

2,3
|5||2|)(

x
xx

x
xxxf

当 52  x 时， 3723  x ， 所以 3)(3  xf

（2）由（I）可知，
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当 2x 时， 158)( 2  xxxf 的解集为空集；

当 52  x 时， 158)( 2  xxxf 的解集为 }535|{  xx ；

当 5x 时， 158)( 2  xxxf 的解集为 }65|{  xx

综上，不等式 158)( 2  xxxf 的解集为 }635|{  xx .

25．（1）当 1a 时， 23)(  xxf 可化为 2|1| x ．

由此可得 3x 或 1x ．

故不等式 23)(  xxf 的解集为 3|{ xx 或 }1x ．

( 2) 由 0)( xf 得 03||  xax ，

此不等式化为不等式组







03xax
ax

或







03xxa
ax

，即










4
ax

ax
或











2
ax

ax
，

因为 0a ，所以不等式组的解集为 }
2

|{ axx  ，

由题设可得 1
2


a

，故 2a ．

26．（1）由于








2,32
2,52

)(
xx
xx

xf 则函数 )(xfy  的图像如图所示．

（2）由函数 )(xfy  与函数 axy  的图像可知，当且仅当
2
1

a 或 2a 时，函数 )(xfy  与函数 axy  的

图像有交点．故不等式 axxf )( 的解集非空时， a的取值范围为 ),
2
1[)2,(   ．
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第四章 圆锥曲线参考答案

专题 1 直线方程

1．C； 2．C； 3．B； 4．C； 5．B； 6．D； 7．D； 8．D； 9．C； 10．C； 11．A； 12．

D； 13．C； 14．D； 15．B； 16．C； 17．B； 18．C； 19．C； 20．C； 21．B； 22．B； 23．C；

24．D； 25．A； 26．D； 27．A； 28．D； 29．C； 30．C； 31． )
9

17,
9
8(P ，最小值为 41 ；

32． 0103  yx ；33． 0423  yx ．

专题 2 圆的方程

1．B 【解析】圆心 C与点 M的距离即为圆的半径， 22 7＋3－＋5－2 )()( ＝5．

2．C 【解析】解析一：由圆心在直线 x＋y－2＝0 上可以得到 A，C满足条件，再把 A点坐标

(1，－1)代入圆方程．A不满足条件．∴选 C．
解析二：设圆心 C的坐标为(a，b)，半径为 r，因为圆心 C在直线 x＋y－2＝0 上，∴b＝2－a．由

|CA|＝|CB|，得(a－1)2＋(b＋1)2＝(a＋1)2＋(b－1)2，解得 a＝1，b＝1．因此所求圆的方程为(x－1)2

＋(y－1)2＝4．
3．B 【解析】∵与 x轴相切，∴r＝4．又圆心(－3，4)，∴圆方程为(x＋3)2＋(y－4)2＝16．

4．B 【解析】∵x＋y＋m＝0 与 x2＋y2＝m相切，∴(0，0)到直线距离等于 m ．∴
2
m

＝ m ，∴m＝2．

5．A 【解析】令 y＝0，∴(x－1)2＝16．∴ x－1＝±4，∴x1＝5，x2＝－3．∴弦长＝|5－(－3)|＝8．

6．B 【解析】由两个圆的方程 C1：(x＋1)2＋(y＋1)2＝4，C2：(x－2)2＋(y－1)2＝4 可求得圆心距 d＝ 13 ∈

(0，4)，r1＝r2＝2，且 r 1－r 2＜d＜r 1＋r2 故两圆相交，选 B．
7．A 【解析】对已知圆的方程 x2＋y2－2x－5＝0，x2＋y2＋2x－4y－4＝0，经配方，得(x－1)2＋y2＝6，(x

＋1)2＋(y－2)2＝9．圆心分别为 C1(1，0)，C2(－1，2)．直线 C1C2 的方程为 x＋y－1＝0．
8．C 【解析】将两圆方程分别配方得(x－1)2＋y2＝1 和 x2＋(y＋2)2＝4，两圆圆心分别为 O1(1，0)，O2(0，

－2)，r1＝1，r2＝2，|O1O2|＝ 22 2＋1 ＝ 5 ，又 1＝r2－r1＜ 5 ＜r1＋r2＝3，故两圆相交，所以有

两条公切线，应选 C．
9．C 【解析】①②③错，④对．选 C．
10．D 【解析】利用空间两点间的距离公式．

11.C
12.A
13.B
14.C

15.C 【解析】因为直线与圆相离，所以最大距离与最小距离的差应为直径。因为半径为 23

16．2．【解析】圆心到直线的距离 d＝
5

8＋4＋3
＝3，∴动点 Q到直线距离的最小值为 d－r＝3－1＝2．

17．(x－1)2＋(y－1)2＝1．
【解析】画图后可以看出，圆心在(1，1)，半径为 1．故所求圆的方程为：(x－1)2＋(y－1)2＝1．
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18．(x＋2)2＋(y－3)2＝4．
【解析】因为圆心为(－2，3)，且圆与 y轴相切，所以圆的半径为 2．故所求圆的方程为(x＋2)2＋(y－3)2＝4．

19．0 或±2 5 ．

【解析】当两圆相外切时，由|O1O2|＝r1＋r2知
22＋4 a ＝6，即 a＝±2 5 ．

当两圆相内切时，由|O1O2|＝r1－r2(r1＞r2)知 22＋4 a ＝4，即 a＝0．∴a的值为 0 或±2 5 ．

19．(x－3)2＋(y＋5)2＝32．
【解析】圆的半径即为圆心到直线 x－7y＋2＝0 的距离；

20．x＋y－4＝0．
【解析】圆 x2＋y2－4x－5＝0 的圆心为 C(2，0)，P(3，1)为弦 AB的中点，所以直线 AB与直线 CP垂直，

即 kAB·kCP＝－1，解得 kAB＝－1，又直线 AB过 P(3，1)，则所求直线方程为 x＋y－4＝0．

22. 2 2( 1) ( 1) 2x y   

23. 2
2

（要想圆心角最小，即圆心到直线的距离为圆心与点 (1, 2) 的距离，即直线 l垂直于圆心与点的连线。

24．x2＋y2＝36．
【解析】设直线与圆交于 A，B两点，则∠AOB＝120°，设

所求圆方程为：x2＋y2＝r2，则圆心到直线距离为
5

15
2


r
，所

以 r＝6，所求圆方程为 x2＋y2＝36．
(第 24 题)

25．x2＋y2－ax－by＝0．
【解析】∵圆过原点，∴设圆方程为 x2＋y2＋Dx＋Ey＝0．
∵圆过(a，0)和(0，b)，∴a2＋Da＝0，b2＋bE＝0．
又∵a≠0，b≠0，∴D＝－a，E＝－b．故所求圆方程为 x2＋y2－ax－by＝0．
26．x2＋y2－2x－12＝0．
【解析】设所求圆的方程为 x2＋y2＋Dx＋Ey＋F＝0．
∵A，B两点在圆上，代入方程整理得：D－3E－F＝10 ①4D＋2E＋F＝－20 ②

设纵截距为 b1，b2，横截距为 a1，a2．在圆的方程中，令 x＝0 得 y2＋Ey＋F＝0，
∴b1＋b2＝－E；令 y＝0 得 x2＋Dx＋F＝0，∴a1＋a2＝－D．由已知有－D－E＝2．③

①②③联立方程组得 D＝－2，E＝0，F＝－12．故所求圆的方程为 x2＋y2－2x－12＝0．

27．【解析】设所求圆的方程为(x－a)2＋(y－b)2＝r2．根据题意：r＝
2

610 
＝2，圆心的横坐标 a＝6＋2＝8，

所以圆的方程可化为：(x－8)2＋(y－b)2＝4．又因为圆过(8，3)点，所以(8－8)2＋(3－b)2＝4，解得 b＝5 或 b
＝1，所求圆的方程为(x－8)2＋(y－5)2＝4 或(x－8)2＋(y－1)2＝4．
28.【解析】由圆心在直线 x-y-1=0 上, 可设圆心为（a,a-1）,半径为 r, 由题意可得

 

  2

2

4 3 1 14
5
3 4 1 10

9
5

a a
r

a a
r

   





       
 

, 经计算得 a=2, r=5. 所以所求圆的方程为（x-2）2+（y-1）2=25

29.【解析】将 3 2x y  代入方程 2 2 6 0x y x y m     ，得 25 20 12 0y y m    设 1, 1( )P x y 、 2, 2( )Q x y ，则 1, 2y y
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满足条件： 1 2 1 2
124,

5
my y y y 

   ∵ OP⊥OQ, ∴ 1OP OQk k   ，即 1 2

1 2

1
y y
x x

  ，从而 1 2 1 2 0,x x y y 

又 1 13 2x y  ， 2 23 2x y  ，∴  1 2 1 2 1 29 6 4x x y y y y    ，∴m=3，此时Δ>0，圆心坐标为（- 1
2
，3），半径

5
2

r  .

专题 3 对称问题

1．【答案】 41；（
5

17
，0）．

2．【解析】N（a，－b），P（－a，－b），则 Q（b，a）．答案：B；
3．【解析】直线 l1 关于 y轴对称的直线方程为（－x）+my+5=0，即 x－my－5=0，与 l2 比较，∴m=－n且
p=－5．反之亦验证成立．答案：C
4．【解析】对称轴是以两对称点为端点的线段的中垂线．答案：3x－y+3=0
5．【解析】数形结合．答案：π－θ
6．【解析】由 M（x，y）关于 y=－x的对称点为（－y，－x），即得 x2+（y+1）2=1．答案：C
7．【解析】将 x+2y－1=0 中的 x、y分别代以 2－x，－2－y，得（2－x）+2（－2－y）－1=0，即 x+2y+3=0．故
选 C．答案：C

8．【解析】l上的点为到两直线 y=
3
3
x与 x=1 距离相等的点的集合，即

2)3(1

|3|



 yx
=｜x－1｜，化简得 x+ 3 y

－2=0 或 3x－ 3 y－2=0．答案：x+ 3 y－2=0 或 3x－ 3 y－2=0

9．【解析】易知 A（4，－1）、B（3，4）在直线 l：2x－y－4=0 的两侧．作 A关于直线 l的对称点 A1（0，1），
当 A1、B、P共线时距离之差最大．答案：（5，6）
10．【解析】设点 A（－1，－4）关于直线 y+1=0 的对称点为 A′（x1，y1），则 x1=－1，y1=2×（－1）－（－

4）=2，即 A′（－1，2）．在直线 BC上，再设点 A（－1，－4）关于 l2：x+y+1=0 的对称点为 A″（x2，y2），

则有

 





























0
3

01
2

4
2

1

11
1
4

2

2

22

2

2

y
x

yx
x
y

即 A″（3，0）也在直线 BC上，由直线方程的两点式得
20
2


y

=
13
1


x

，

即 x+2y－3=0 为边 BC所在直线的方程．

11．【解析】因为 y= 22 )30()0( x + 22 )50()4( x ，所以函数 y是 x轴上的点 P（x，0）与两定

点 A（0，3）、B（4，3）距离之和．y的最小值就是|PA|+|PB|的最小值．由平面几何知识可知，若 A关于 x

轴的对称点为 A ′（0，－3），则|PA|+|PB|的最小值等于|A′B|，即 22 )35()04(  =4 5 ． 所以

ymin=4 5 ．

12．【解析】由题意，点 A关于直线 y=2x的对称点 A′在 BC所在直线上，设 A′点坐标为（x1，y1），则 x1、y1 满

足

4
2

1

1




x
y

=－
2
1
，即 x1=－2y1． ①

2
21 y

=2·
2

41 x
，即 2x1－y1－10=0．②

解①②两式组成的方程组，得







2
4

1

1

y
x

∴BC 所在直线方程为
12

1

y =

34
3


x

，即 3x+y－10=0．解方程组
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4
2

2
0103

y
x

xy
yx

∴所求 C点坐标为（2，4）．由题意|AB|2=50，|AC|2=40，|BC|2=10，

∴△ABC为直角三角形．

13.【解析】（1）可判断 A、B在直线 l的同侧，设 A点关于 l的对称点 A1的坐标为（x1，y1）．









































5
9
5
2

1
2
1

2
3

02
2

32
2

2

1

1

1

1

11

y

x

x
y

yx

由两点式求得直线 A1B的方程为 y=
11
7

（x－4）+1，直线 A1B与 l

的交点可求得为 P（
25
56

，－
25
3

）．由平面几何知识可知|PA|+|PB|最小．

（2）由两点式求得直线 AB的方程为 y－1=－（x－4），即 x+y－5=0．直线 AB与 l的交点可求得为

P（8，－3），它使|PA|－|PB|最大．

专题 4 直线系和圆系方程

1．【答案】
7 5
2 2

 
 
 

，

2．【答案】（1） 2 4 0x y   ；（2） 4 3 6 0x y   ．

3．【解析】方程 2 2 2 0x y x   ①可化为  2 21 1x y   ，即曲线C是一个圆，记圆心为C．

因为 PA PB、 分别切圆C于 A B、 所以 P A B C、 、 、 四点在以 PC为直径的圆  
2

2 1 52
2 4

C x y       
 

即

2 2 4 3 0x y x y     ②上，两圆公共弦所在直线即为所求，由①-②，得直线 AB的方程为 2 3 0x y   ．

故选 A．

4．【解析】曲线      2 21 1 6 4 16 6 0x y x           可化为

   2 2 2 26 16 4 6 0x y x x y x        ，∴ 2 2 6 16 0x y x    且 2 2 4 6 0x y x    ，可得恒过定点

 2 2 2， ．故答案为：  2 2 2， ．

5．【解析】由题可设所求圆的方程为：    2 2 2 23 2 3 3 2 1 0x y x y x y x y          ，因为  0 0， 在所

求的圆上，∴有 2 0   ．从而 2  ，故所求的圆的方程为：
2 2 2 2( 3 2) 2(3 3 2 1) 0x y x y x y x y          即 2 27 7 7 0x y x y    ．

6．【解析】 构造方程  2 2 2 26 4 6 28 0x y x x y y        即

     2 21 1 6 6 4 28 0x y x y           ．此方程的曲线是过已知两圆交点的圆 , 且圆心为

3 3( )
1 1


 

 
 

， 当该圆心在直线 4 0x y   上时，即
3 3 4 0

1 1


 


  
 

，得 7   ．∴ 所求圆方程为

2 2 7 32 0x y x y     ．

7. 【解析】解过  1 3A  ， 的圆的切线为 3 4 15 0x y   ，构造圆  2 2 4 2 20 3 4 15 0x y x y x y        ，

代入  2 0， 得
8=
7

 ，所以所求圆方程为 2 27 7 4 18 20 0x y x y     ．

8．【解析】圆 2 2 5x y  和 2 2( 1) ( 1) 16x y    的公共弦方程为 2 2 11 0x y   过直线 2 2 11 0x y   与圆
2 2 5x y  的交点的圆系方程为 2 2 25 (2 2 11) 0x y x y      ，即 2 2 2 2 (11 25) 0x y x y        依题

意，欲使所求圆面积最小，只需圆半径最小，则两圆的公共弦必为所求圆的直径，圆心 ( , )   必在公共弦
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所在直线 2 2 11 0x y   上，即 2 2 11 0     ，则
11
4

   代回圆系方程得所求圆方程

2 211 11 79( ) ( )
4 4 8

x y    ．

9．【解析】设圆的方程为：  2 2 2 4 1 2 4 0x y x y x y       

即 2 2x y ＋  2(1 ) ( 4) 1 4 0x y        ，则 2 2 2 21 5 8 44(1 ) ( 4) 4(1 4 ) ( )
4 4 5 5

r               ，当

＝
8
5
时， 2r 最小，从而圆的面积最小，故所求圆的方程为： 2 25 5 26 12 37 0x y x y    

10．【解析】（1）设圆的方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，把点  0 1， ， 3 2 0 ， ， 3 2 0 ， 分别代入，

得：  
 

1 0

11 6 2 3 2 0

11 6 2 3 2 0

E F

D F

D F

   
     

     

，解得 6 8 7D E F   ， ， ，∴圆C的方程为 2 2 6 8 7 0x y x y     ．

（2）过直线 + 0x y a  与圆 2 2 6 8 7 0x y x y     的交点的圆系方程为：
2 2 6 8 7 ( ) 0x y x y x y a        ，即 2 2 ( 6) ( 8) 7+ 0x y x y a         ①

依题意，O在以 AB 为直径的圆上，则圆心
6 8( )

2 2
  

 ， 显然在直线 0x y a   上，则

6 8 0
2 2

a  
    ，解之可得 +1a  ，又 (0 0)O ， 满足方程①， 7 0a  ，故 2 7 0a a  

无解，故不存在 a，使得OA⊥OB．

11．【解析】（1）证明：l的方程可化为    4 2 7 0x y m x y      ，∵m R ，∴
2 7 0

4 0
x y
x y

  
   

，得
3
1

x
y


 
，

即 l恒过定点  3 1A ， ，∵圆心  1 2C ， ， = 5 5AC  （半径），∴点 A在圆 C内，从而直线 l恒与圆 C相

交于两点．（2）弦长最小时， l⊥ AC，由
1
2ACk   ，∴ l的方程为 2 5 0x y   ．

12．【解析】（1）由题意得，  2 1C  ， ， =1lK ，由m⊥ l得， 1m lk k   ，∴ 1mk   ．∵直线过圆心  2 1 ， ，

∴直线m的方程为 1 0x y   ．

（2）过直线 3 0x y   与圆 2 2 4 2 0x y x y a     的交点的圆系方程为：
2 2 4 2 ( 3) 0x y x y a x y        ，即 2 2 (4 ) ( 2) 3 0x y x y a          ①

依 题 意 ， O 在 以 MN 为 直 径 的 圆 上 ， 则 圆 心
4 +2( )

2 2
 

 ， 显 然 在 直 线 3 0x y   上 ， 则

4 2 3 0
2 2
  

    ，解之可得 6   ，又 (0 0)O ， 满足方程①，则 3 0a   ，故 18a   ．

13．【解析】（1）依题意得：圆心  0 0， 到直线 4 3 0x y   的距离 d r ，∴
4 3 2 6

2
r d   ，∴圆C

的方程为 2 2 24x y  ①；

（2）连接OA OB、 ，∵ PA PB、 是圆 C的两条切线，∴OA⊥AP，OB⊥BP，∴ A B、 在以OP为直径的圆上，

设点 P的坐标为  8 b， ，则线段OP的中点坐标为 4
2
b 

 
 

， ，∴以OP为直径的

圆方程为  
2 2

24 16
2 4
b bx y      

 
，②∵AB为两圆的公共弦，∴①﹣②得：

直线AB的方程为8 24x by  ，即  8 3 0x by   ，则直线AB恒过定点  3 0， ．
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专题 5 圆系和曲线系

1．【解析】设直线 AB为 l，由题意可得，直线 l和坐标轴不垂直， 2 2y px 的焦点 (
2
pF ，0) ，

设 l的方程为 ( 0)
2
px my m   ，代入抛物线方程可得 2 22 0y mpy p   ，显然判别式 2 2 24 4 0p m p    ，

1 2 2y y mp  ， 2
1 2y y p  ． AB 的中点坐标为 2(

2
pD pm  ， )mp ，

又直线 l的斜率为 m ，直线 l的方程为 21 3
2
px y pm

m
    ．

过 F 的直线 l与C相交于 A、 B两点，若 AB的垂直平分线 l与C相交于M 、 N两点，

把线 l的方程代入抛物线方程可得 2 2 22 (2 3) 0py y p m
m

    ，

A、M 、 B、 N四点的曲线系方程为 2 21 32 0
2 2
p py px x my x y pm

m
l- + - - + - - = ，即

( ) ( )2 2 2 21 31 2 2 0
2 2
pm py x m xy x p p pm y p m

m m
l l

l l l l l l- + + - + - - - + + - = ，由于 xy的系数为零，故

1m = ± ，
1
2

l = ；故存在 ABCD四点共圆，直线 AB的方程为 0
2
Px y   ，或 0

2
Px y   ．

2．【解析】（1）依题意，记 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则有

2 2
2 21 2

1 2

1 2 1 2

2 1

2 1

1 1
2 2

1 2 1
2 2

,

y yx x

x x y y k

y yk
x x


   


     




 





①; ②

③; ④ ① ② 代入③④⑤

⑤

所以直线 AB的方程为 1y x 

（2）由于 CD的方程为 ( )2 1y x- = - - ，即 3 0x y+ - = ．设 A 、 B 、 C 、 D 四点的曲线系方程为

( )( )
2

2 1 1 3 0
2
yx x y x yl- - + - + + - = ，即 ( )2 2 11 2 4 1 3 0

2
x y x yl l l l l+ + - - - + - - = ，当

3
4

l = - 时，曲线

系方程为 2 2 6 12 5 0x y x y+ + - + = ， ( )22 24 6 12 4 5 0R = + - - ´ > ，所以 A、 B、C、 D四点共圆．

3．【解析】（1）设 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则有
2 2
1 1
2 2
2 2

3
3

3 .
x y
x y




   
 

1 2( )x x 1 2 1 2( ) ( ) 0x x y y    ．

依题意， 1 2x x ， 1 2

1 2

3( )
AB

x xk
y y


  


． (1,3)N 是 AB的中点， 1 2 2x x   ， 1 2 6y y  ，从而 1ABk   ．

又由 (1,3)N 在椭圆内， 2 23 1 3 12     ，  的取值范围是 (12, ) ．

直线 AB的方程为 3 ( 1)y x    ，即 4 0x y   ．直线CD的方程为 3 1y x   ，即 2 0x y  

（2） A、 B、C、 D四点的曲线系方程为 ( )( )2 23 4 2 0x y x y x yl m+ - + + - - + = ．

即 ( ) ( )2 23 1 2 6 8 0x y x ym m m m l m+ + - - + - - = ，当 1m = - 时，方程转化为 2 2 3 4 0
2

x y x y l
+ + - - + =
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故当 ( )22 24 1 3 4 4 0 3
2

R l
l= + - - ´ - + > Þ > ，故当 12  时符合题意， A、 B、C、 D四点共圆．

4．【解析】（1）依题意知，
1
2

c
a
 ， | | 7AB  ，即 2 2 7a b  ，又 2 2 2a b c  ，解得 2a  ， 3b  ，

椭圆的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）设直线 PQ的方程为
3

2
y x m  ，根据点 P在第一象限可知， 3 3m- < < 由于 AB方程为

3 3
2

y x= - + ， A、 P、 B、Q四点的曲线系方程为
2 2 3 31 3 0

4 3 2 2
x y x y m x y

  
           

  
，

即  2 23 11 1 3 3 3
4 3 2 2

3 0
4

mx yx y m m  
                    

    ，当
1
21

l = 时，方程可以转化为

2 2 3 1 3
1

7 3 0
2 4 26 66
m mx y mx y

   
         

 
 

 
 

2 2

2 23 1 34 4 7 50 3 885 0
12 4 6 6

7 3
2 6

m mR m mm
= - + + - + + >-

è
- 对m RÎ 恒成立，所以 A，P，B，

Q四点共圆．

5．【解析】（1）易知 2a ，令椭圆方程为 1
4 2

22


b
yx

，代入点
31,
2

C  
 
 

得 3b ，椭圆 E的方程 1
34

22


yx
；

（2）设MN : nkyx  ，故我们只需要求出 n；

已知

0

)2(
2

)2(
6







yAB

xmyTB

xmyTA

：

：

：

因为椭圆过二次曲线 TBTA  与二次曲线 MNAB  的四个交点 A， B，M ， N ，有

  











 



  1

34
)2(

2
)2(

6

22 yxnkyxyxmyxmy 

对比两边 xy项系数，得 0
26

 
mm

，对比两边 y项系数，得 0
3

 nmm


联立以上两式，解得 1n ，故直线MN 恒过（1，0）．

6．【解析】（1）△ 1F PQ的周长是 4 2 ， 4 4 2a  ，即 2a  ，又由离心率是
2

2
ce
a

  ，故 1c  ，

故 2 2 2 1b a c   ，故椭圆的方程为
2

2 1
2
x y 

（2）①设
1 1:  2 A Pl x k y ，

2 2:   2 A Ql x k y ， :  1 PQl x ky ，
1 2

:   0A Al y

以 A1PA2Q四点曲线系方程为
2

2
1 2[( 2)][( 2)] [ 1] ( )1

2
xx k y x k y uy x ky y        

xy的系数为 0， 1 2 0k k u   

y的系数为 0， 1 22 2 0k k u  
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1:  2APl x k y  ， 2:   2QNl x k y 

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 2 2 0k y k y  

联立可得 1x ，即点 M在定直线 1x 上．

②由直线 : 2l x  为椭圆
2

2 1
2
x y  的右准线， 2F 为椭圆

2
2 1

2
x y  的右顶点，故 2| | 2

| | 2
PF e
PN

 

7．【解析】（1） 2 (1,0)F ， 1c  ，由题目已知条件知

2 2

2 2

1
9

1 4 1

a b

a b

  


  


， 2, 3a b  ，

椭圆的方程为：
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）设
1 1:  2 AMl x k y ，

2 2:   2 A Nl x k y ， : ( 4) MNl y k x ， :   0MNl y

以 A1MA2N四点曲线系方程为
2

2

2

1[( 2)][( 2)] [ ] )1
3

4 (
4

x k y x k y uy y kx k x y       

xy的系数为 0， 1 2 0k k ku   

y的系数为 0， 1 22 2 4 0k k ku  

1 1:  2 AMl x k y ，
2 2:   2 A Nl x k y

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 4 0k y k y  

联立可得 1x ，即点Q在定直线 1x 上．

8．【解析】(1)设 0 0( , )N x y ，由于 (- 2,0), ( 2,0)A B ，所以
2

0 0 0
2 3 2

00 0 22 2
y y yk k

xx x
   

 
，因为 0 0( , )N x y

在椭圆C上，于是
2

20
0 1

2
x y  ，即 2 2

0 02 2x y   ，所以
2
0

2 3 2
0

1
2 2

y
k k

x
   


．

（1）整体向右平移 2 个单位，
2

* 2( 2): 1
2

xC y
  ，设平移后的动直线为 mx+ny=1（直线过（

3 2 ,0
2

），

代入解得 m= 2
3

） 展开 *C ，得到 2 22 2 2 2 2 0x x y     ，

2 22 2 ( ) 2 0x x mx ny y    ，∵x≠0，同除
2x ，得到 21 2 2( ) 2 0m nk k   

22 (1 2 2 ) 2 2 0   k m nk ，由韦达定理可知， 1 3k k = 1 2 2
2
m =

1
6



（3）设 1:  2AMl x k y  ， 2:   2QNl x k y  ， :  MNl x ky t  ， :   0MNl y

以 AMBN四点曲线系方程为
2

2
1 2[( 2)][( 2)] [ ] 1( )

2
xx k y x k y uy x ky t y        

xy的系数为 0， 1 2 0k k u   

y的系数为 0， 1 22 2 0k k ut  

1:  2AMl x k y  ， 2:   2QNl x k y 

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 2 2 0k y k y  
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联立可得
2x
t

 ，即点Q在定直线
2x
t

 上．

9．【解析】（1）
2 2

4 3
1x y

  ．

（2）直线 AM : 31  xky , 直线 BN : 32  xky , 直线 AB : 1 xky , 直线MN : 0x

以 A , B，M , N四点的曲线系方程为： )1
34

()1()3)(3(
22

21 
yxykxxyxkyxk 

xy的系数为 0 ： 2121 0 kkkk  

x的系数为 0 ： 2121 33033 kkkk  




































3)(3
2

32

3

3

12

1212

12

2

1

kk
kkxkky

kk
x

xky

xky

10．【解析】（1）设点 ( , )P x y ，则： (2,0)F 、 (3,0)B 、 ( 3,0)A  ．由 2 2 4PF PB  ，得

2 2 2 2( 2) [( 3) ] 4x y x y      ，化简得
9
2

x  ．故所求点 P的轨迹为直线
9
2

x  ．

（2）将 1 2
12,
3

x x  分别代入椭圆方程，以及 1 0y  ， 2 0y  ，得
5(2, )
3

M 、
1(
3

N ，
20)
9



直线MTA方程为：
0 3

5 2 30
3

y x 



，即

1 1
3

y x  ，直线 NTB方程为：
0 3

20 10 3
9 3

y x 


  
，

即
5 5
6 2

y x  ．联立方程组，解得：

7
10
3

x

y







，所以点T的坐标为
10(7, )
3

．

（3）设 lAM:y=k1(x+3) lBN: y=k2(x-3) lMN : x=ky+m

以 A,M,B,N四点的曲线系方程为

（y k1x  3k1）（y k2x+3k2）+u（x kym）=
2

2( 1)
2

 
yx

xy的系数：  3k1+3k2  um=0

y的系数： 1 2 0  k k u

由过点 T 可知， m=12k1 m=6k2

联立解得 m=1 ，则直线 MN必过 x轴上的一定点（1,0）

11．【解析】 设 P的坐标为（xp，0）Q的坐标为（xQ，yQ），lAC: x=k1y-1 lBD: x=k2y+1 lCD: 1 
P

x y
x
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以 A,C,B,D四点的曲线系方程为(x k1y+1)(x k2y 1)+uy( 1
P

x y
x

  )=
2

2( 1)
2
yx  

xy的系数： 1 2 0
Px

k k u
  ，y的系数： 1 2 0  k k u

联立 lAC: x=k1y 1 lBD: x=k2y+1

解得（k1 k2）xQ= k1+k2
1=Q
p

x
x

则 OQOP  =xp xQ=1

12．【解析】（1）由已知得
2
31 

a
cb ， ，解得 2a ，所以椭圆方程为 1

4
2

2
 yx

．椭圆的右焦点为 )0,3（ ，

此时直线 l的方程为 1
3
3

 xy ，代入椭圆方程得， 0387 2  xx ，解得
7

380 21  xx ， ．代入直线 l的

方程得经一部得到
7
11 21  yy ， ，所以 )

7
1,

7
38( D ．故

7
16)1

7
1()0

7
38( 22 CD ．

（2）设 P的坐标为（xp，0）Q的坐标为（xQ，yQ）

lAC: x=k1y+2 lBD: x=k2y2 lCD: 1 
P

x y
x

以 A,C,B,D四点的曲线系方程为(x k1y-2)(x k2y+2)+uy( 1
P

x y
x

  )=
2 2

( 1)
4 3
x y

 

xy 的系数： 1 2 0
Px

k k u
 

y的系数： 1 22 2 0k k u  

联立 lAC: x=k1y+2 lBD: x=k2y2

解得（k1 k2）xQ =2（k1+k2）
4=Q
p

x
x

，则 OQOP  =xp xQ=4

极点与极线参考答案
1．【解析】由定理 1（2），可知点 )4,3(P 所对应的极线方程 443  yx ，即为直线 AB的方程，故选 B．

2．【解析】设过点 A椭圆的另一条与椭圆在 x轴上方相切于点C，因为点  3,4A 在椭圆 1
34

22


yx
的准线

4x 上，故点  3,4A 对应的极线 1
3

3
4

4: 
yxBC ，即直线 1 yx 经过右焦点 F ，所以直线 BF 的斜率为 1

3．【解析】由已知得 2
2


p

，则 4p ，  0,2F ，则抛物线方程为 xy 82  ，设过点 A作直线与抛物线C在
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第四象限相切与另一点D，则经过这两个切点的连线 BD，就是点 A对应的极线，其方程是  23  xy ，由

于点 A在抛物线的追线上，则焦点 F 在点 A的极线上，则
3
4

 BDBF kk ，故选 D．

4．【解析】两切点所在直线即为点 )3,1(P 的极线，其方程为 931  yx ，即 93  yx ．

5．【解析】对于抛物线 xyC 4: 2  ，因为点  00 , yx 对应的极线恰好是直线  00 2: xxyyl  ，根据定理 1 知，

当极点 ）（ 00 , yx 在在抛物线的内部时，极线与抛物线相离，故选 D．

6．【解析】设点 P 的坐标是 ）（ 00 ,24 yy ，则切点弦 AB 的方程为 4424 00  yyxy）（ ，化简得

,4424 0 xyxy  ）（ 令 04424  xxy ，可得
2
1,1  yx ，故直线 AB过定点 








2
11， ．

7．【解析】如图过圆内一点 ),( 00 yxM 作圆的弦 11BA ，过 11 BA， 作圆的切线交于 ),( 111 yxP ；再过点

 00 , yxM 做圆的弦 22BA ，过 22 BA， 作圆的切线交于  222 , yxP ，按照相同的方法可得 ,43 PP， ．

易知切点 11BA 所在的直线的方程为 1
88
11 
yyxx

，又 11BA 过点  00 , yxM ，所以

1
88

0101 
yyxx

．同理，有 1
88

0202 
yyxx

．所以 21,PP 都在直线 1
88

0202 
yyxx

上．同

理 ,43 PP， 都在 1
88

0202 
yyxx

上．反之，点 P 在直线 1
48

: 
yxl 上，对照

1
88

0202 
yyxx

，可得弦 AB必过  21， ，易得圆 822  yxO： 上，过  21， 的最短的弦长为 32 ．

8．【解析】设 P在 ( )00 , yx ，因为点 P在直线 1:  kxyl 上，所以 100  kxy ，点 P对应的极线就是直线 AB，

其方程为 xxyy 00 =+ ，由此，得到 xxykx 00 1  ，即 0)1(0  ykxx ）（ 对任意的 Rx 0 恒成立，故

有







01
0

y
kx

，由此解得直线MN 恒过顶点  1,kQ ．

9．【解析】点 N的轨迹为点 )
2
1,

2
1(M 对应的极线 1

24


yx
．

10．【解析】（1）设所求圆的半径为 r ，则圆的方程可设为 2 2 2( 2)x y r   ．由题意，所求圆与直线 :l y x m 

相切于点 (0, )P m ，则有

2 24
| 2 0 |

2

m r
m r

  


 




，解得
2

2 2

m

r





，所以圆的方程为 2 2( 2) 8x y   ．

（2）由于直线 l 的方程为 y x m  ，所以直线 l 的方程为 y x m   ，由 2 4
y x m
x y
  

 
消去 y 得到

2 4 4 0x x m   ，△ 24 4 4 16(1 )m m     ．

①当 1m  时，即△ 0 时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 相切；

②当 1m  时，即△ 0 时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 不相切．

综上，当 1m  时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 相切；当 1m  时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 不相切．

11．【解析】证法 1 设 ( )11, yxA ， ( )22 , yxB ， ( )11 -, yxD ，直线 l的方程为 ）（ 0≠1- mmyx= ．将 1-myx= 代入

xy 42 = 整理得 044-2 =+myy ，从而 myy 421 =+ ， 421 =yy ．直线 BD的方程为 )( 2
12

12
2 xx

xx
yy

yy －
－

－
+= ，
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即 )
4

(
2
2

12

12
2

y
x

xx
yy

yy －
－

－
+= ，令 0=y ，得 1

4
21 == yy

x ，即知点 )0,1(F 在直线 BD上．

证法 2 如图，注意到在抛物线 xyC 4: 2 = 中，焦点 ( )0,1F 的极线即为准线

1－=x ，因此点 )0,1(－K 在点 F 的极线上，由定理 2，点 F 也在点 K的极线上．

作点 B关于 x轴的对称点 E．一方面，由于对称性， BDAE, 的交点一定在对

称轴 x轴上；另一方面，由定理 2，点 F 也在点 K的极线上．
因此，该点即为点 K的极线与 x轴的交点，也就是点 F ，因此，点 F 在直线 BD

12．【解析】（1）设点 ( , )P x y ，则： (2,0)F 、 (3,0)B 、 ( 3,0)A  ．由 2 2 4PF PB  ，

得 2 2 2 2( 2) [( 3) ] 4x y x y      ，化简得
9
2

x  ．故所求点 P的轨迹为直线
9
2

x  ．

（2）将 1 2
12,
3

x x  分别代入椭圆方程，以及 1 0y  ， 2 0y  ，得
5(2, )
3

M 、
1(
3

N ，
20)
9



直线MTA方程为：
0 3

5 2 30
3

y x 



，即

1 1
3

y x  ，直线 NTB方程为：
0 3

20 10 3
9 3

y x 


  
，

即
5 5
6 2

y x  ．联立方程组，解得：

7
10
3

x

y







，所以点T的坐标为
10(7, )
3

．

（3）点T的坐标为 (9, )m ．当 9=t 时，点T的坐标为 ），（ m9 ，连接MN 交 AB于点，有极点极线的定义可

知，点T 对应的极线经过点 K，而点T的对应的极线方程为 1
5
·

9
·9 =+ ymx

，该直线即为MN 与直线 AB（ x轴）

交点的轨迹，今 0=y ，得到 1=x ，从而直线MN 比经过 x轴上的定点 K (1,0) ．接下来验证 MD NDk k 即可

（略）．

13．【解析】（1）动点C的轨迹方程为 )2(1
34

22
 xyx

．

（2）设 ),( 00 yxP ，则曲线C点 P处的切线 1
34

: 00 
yyxxPQ ，令 4x ，得 )33,4(

0

0

y
xQ 

，设 )0,(tR ．则由

0 RQRP 得 033)4)(( 00  xttx ，即 034)-(1 2
0  ttxt ，由 0x 的任意性 01  t 且 0342  tt ，

解得 1t ．综上知，以 PQ为直径的圆过 x轴上一定点 )0,1( ．

14．【解析】设点M 的坐标为 )0,(m ，注意到点 N在点M 对应的极线上，该极线的方程为 10
22 





b
y

a
xm

，

即
m
ax

2
 ，据此可设点 N的坐标为 ),(

2

Nym
a ,于是 2

2
),()0( ay

m
amONOM N  ， ．

15．

【解析】（1）椭圆的焦点在 y轴上，设椭圆的标准方程为
2 2

2 2 1( 0)y x a b
a b

    ，由已知得 1b  ， 1c  ，

所以 2a  ，椭圆的方程为
2

2 1
2
y x  ，

当直线 l与 x轴垂直时与题意不符，设直线 l的方程为 1y kx  ， 1(C x ， 1)y ， 2(D x ， 2 )y ，
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将直线 l 的方程代入椭圆的方程化简得 2 2( 2) 2 1 0k x kx    ，则 1 2 2

2
2

kx x
k

  


， 1 2 2

1
2

x x
k

 


 ，

2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

2 1| | 1 ( ) 4 1 ( ) 4
2 2

kCD k x x x x k
k k

        
 

2

2

2 2( 1) 3 2
2 2

k
k


 


，解得 2k   ．直线 l的方程为 2 1y x   ；

（2）对椭圆
2

2 1
2
y x  ，若以点 P为极点，则其对应的极线过点Q ,设 ),( omP ，及其极线方程为 1

2
0 =+×

mx
y

，

即
m

x
1= ，故可设点Q的坐标为 ),

1
( Qym

，所以 1),
1

()0,( =•=• Qym
mOQOP ，即 OQOP • 为定值 1．

16．【解析】（1）由抛物线方程得其准线方程为
2

-
p

y= ，根据抛物线定义，点 )4,(mA 到焦点的距离等于它

到准线的距离，即
4

17
2

4 =+ p
，解得

2
1=p ，所以，抛物线方程为 yx =2 ，将 )4,(mA 代入抛物线方程，解

得 2±=m ．

（2）设点 P的坐标为 ),( 2tt ，由题设，直线 PQ的斜率存在且不为 0 ，设其为 k，由于直线 PQ的方程为

)-(- 2 txkty = ，令 0=y ，得
k
t

tx
2

-= ，则 )0-(
2

，
k
t

tM ．因为MN 和MO是C的切线，故直线ON 是点M

对应的极线，其方程为
2

0
)-(

2 y
x

k
t

t
+= ，即 x

k
t

ty )-(2
2

= ①

另一方面，联立方程










yx

txkty
2

2 )(
，整理得 0)(2  tktkxx ，即 0)]()[(  tkxtx ，解得 tx  ，或

tkx  ，所以 ))(,( 2tktkQ  ，又 QPQN  ,故直线 NQ方程为 )]([1)( 2 tkx
k

tky  ．

17．【解析】设 ),( 11 yxA 、 ),( 22 yxB ，及直线 l的方程为 2pkxy  （易知 l的斜率必存在），

由









2

2 ,2
pkxy

pyx
得 022 32  pkpxx ，所以 kpxx 221  ， 3

21 2pxx  ，①因为 121 kk ，所以 1
21

21 
xx
yy

，

即 2121 yyxx  ，又 ))(( 2
2

2
121 pkxpkxyy  ，即 0)()1( 4

21
2

21
2  pxxkpxxk ， ②

将①带入②，整理得 02 34  pp ，又 0p ，解得 2p ．

注：亦可由
p
x

p
xyyxx

22

2
2

2
1

2121  ，得 2
21 4pxx  ，所以 32 24 pp  ，所以 2p ．

由于切点弦 21TT 所在的直线为点 ),0( 2pM  所对应的极线，故其方程为 0×
2

2
2pypx 

 ，即 2py  ．

设 ),( 33 xxN ，因为点 N 为直线 21TT 与弦 AB的交点，所以









2

33

2
3

pkxy

py ，
，所以

k
px

2

3
2

 ③

因为 MNMA  ， MNMB  ，显然 0 ， 0 ，所以
2

3

1

311
x
x

x
x

MB

MN

MA

MN



，

又 1x ， 2x ， 3x 显然同号，所以
21

21
3

2

3

1

311
xx
xxx

x
x

x
x 




，

由①、③可知， 2
2
22

3

2

21

21
3 




p
kp

k
p

xx
xxx ，所以 211




，即

11

 为定值 2．
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18．（1）由题意得

















222

22

2

111
2

bac
ba

c

，解得 2,4 22  ba ，所求椭圆方程为 1
24

22


yx
．

（2）解法 1：（定比点差法，参考秒 1）设点 BAQ ,, 的坐标分别为 ),(),,(),,( 2211 yxyxyx ．

由题设知 QBAQPBAP ,,, 均不为零，记
QB

AQ

PB

AP
 ,则 0 ，且 1 ．

又 QBPA ,,, 四点共线，从而 QBAQPBAP   , ．于是




























1

,
1

,
1

1,
1

4 21212121 yyyxxxyyxx
．

从而 xxx 4
1 2

2
2

22
1 





①

yyy





2

2
2

22
1

1 


②

又点 BA, 在椭圆C上，

即 42 2
1

2
1  yx ③ 42 2

2
2
2  yx ④

由① ② 2 并结合③，④式，得 424  yx ．即点 ),( yxQ 总在定直线 022  yx ．

法二：已知
QA

QB

PA

PB
 ，说明点 QP, 关于椭圆调和共轭，根据定理 3，点Q在点 P对应的极线上，此极线方

程为 1
2

1
4

4





 yx
，化简得 022  yx ．故点Q总在直线 022  yx ．

19．【解析】（1）设 0 0( , )N x y ，由于 ( 2,0), ( 2,0)A B ，所以
2

0 0 0
2 3 2

00 0 22 2
y y yk k

xx x
   

 
，因为 0 0( , )N x y

在椭圆C上，于是
2

20
0 1

2
x y  ，即

2 2
0 02 2x y   ，所以

2
0

2 3 2
0

1
2 2

yk k
x

   


．

（2）设直线
2:

2
MN x my  ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，由

2 2

2
2

2 2

x my

x y


 


  

得 2 2 3( 2) 2 0
2

m y my    ，于是

 1 2 1 22 2

2 3,
2 2 2
my y y y

m m
     

 
，

 
1 2 1 2

1 3
21 2

1 2 1 2
2 2 3 2 9

2 2

y y y yk k
x x m y y m y y

   
 

  

 

 
 

2

2 2 22
22

3 3
2 2 12

3 9 63 3 2 2 9 3 2
2 22 2 22 2

m

m m m mm m
mm

 
   

        


．

（3）由于直线 MN 与 x 轴的交点为 ( ,0)t ，于是 :MN x my t  ，联立直线 :MN x my t  与椭圆
2

2: 1
2
xC y  的方程，可得 2 2 2( 2) 2 2 0m y mty t     ，于是

2

1 2 1 22 2

2 2,
2 2

mt ty y y y
m m


    

 
．

因为直线 1

1

: ( 2)
2

yAM y x
x

 


，直线 2

2

: ( 2)
2

yBN y x
x

 


，
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两式相除可知, 1 2 1 2 1 2 2

1 12 2 1 2 1

2 2 ( 2)2
2 2 2 ( 2)

x y my t y my y t yx
y yx x my t my y t y

    
    

     
2

2 212 2
1

2 2 2
1

12

2 2( 2)( ) ( 2) ( 2)( 2)2 2
2 ( 2) ( 2)( 2)( 2)
2

t mtm t y m t t m ym m
t m t t m ym t y
m


           

      


2
1

2
1

( 2) ( 2)2 2
2 ( 2) ( 2) 2

m t m yt t
t m t m y t

    
  

    
，

于是 2xt  ，所以
2x
t

 ，即直线 AM 与直线 BN 的交点Q落在定直线
2x
t

 上．

注 根据极点、极线定义，AM 与直线 BN 的交点Q落在点  0,t 对应的极线上，此极线的方程 10
2

 ytx
，

即点Q在定直线
2x
t

 上．

20．【解析】设 ),( 00 yxM ，则 222
0

22
0

2 bayaxb  ，对于圆 222 byx  ，点M 所对应的极线为直线 PQ ,其方

程是 2
00 byyxx  ，其中 000 yx ，得到 ),0(),0,(

0

2

0

2

y
bF

x
bE ，则

00

4

22
1

yx
bOFOESEOF  ．又由基本不等

式 得 00
2
0

22
0

222 2 yxabyaxbba  ， 当 且 仅 当
2

22
2
0

22
0

2 bayaxb  时 取 等 号 ， 则

a
b

ba
abb

yx
bSEOF

3

22

4

00

4 2
22

 ．即 EOF 面积最小值为
a
b3

．

抛物线切线方程及性质答案

1. 







4
1,

2
1

2. A 3. B 4. D 5. 1 xy 6. 3 7. 3 8. 3 9. D 10. A 11. B 12. D

阿基米德三角形与焦点弦

1. A 2.D 3. B 4. ①③ 5.D 6. 4 7. 42 44 kk 

8. 【提示】由定理可知  PP xxyy  6 ，代入 P 点坐标可知 3ABk .

9.【提示】（1）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，AB 中点 N， 1 2

2M N
x xx x 

   ， A ，M，B 横坐标成等差

（2）设 : 1AB y kx  由定理可知 ( , )M pk m ，即 (2 , 1)M k  .
2 1
2MFk
k k

   


2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 1 ( ) 4 4( 1)AB k x x k x x x x k          ，同理 2

14 1CD
k

   
 

2
2

1 18 1 ( 1) 32
2ABCDS AB CD k

k
       
 

10.【提示】（1）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，则 1 1

2PA
x xk
p

  ， 2

2PB
xk  ， 1 2 1

4PA PB
x xk k    

1 2 4 2x x pm     ， 1m  ，由定理 ( , )P pk m ， 1Py   ，P 轨迹方程 1y  

（2）
2 2
1 2

1 2 1 2( 1)( 1) 2
4

x xFA FB x x y y 
       

 
，

2 2 2
2 1 2 1 2( )( ) 4 2

4 4
x x x xFP  

   


， 1  .

11.【提示】（1） 2 4x y （2）AB 过定点 (0 ,1)F ，即 : 1AB y kx  ，由定理 ( , )M pk m 可知 ( , 1)M pk  .
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所以 M轨迹 1y   .

12.【提示】（1）过 P 的切线 1 ( 4)y k x   ， 2
2

1 ( 4)
4 1 0

y k x
x kx k

y x
  

     


， 0 

2 16 4 0k k    ， 1 2 16k k   .

（2）焦点
1(0 , )
4

， 设 :MN y kx m  ，
1
4

m  ，由定理： ( , )P pk m ，
1( , )
4

P k 

又P 在 l上 3
2

k 
3 1( , )
2 4

P 

13.【提示】（1）由定理可知 2
2

2
2 0

y x
ax x

y ax
 

   


（2）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，由 M 是 AB 中点，
1
2

MN AB  ，由 MN x 轴

1 1 12 2
2 4 4

MN
a a a

      ， 2
1 2 1 2 1 2 2

1 82 2 ( ) 4 2AB x x x x x x
a a

      

由
1
2

MN AB ，得
7
8

a  ，所以
7
8

a  时，NA⊥NB 成立.

专题 7 抛物线切线与阿基米得三角形

阿基米德三角形的极点极线性质：

1. 2 2. 3
5

3.【提示】由定理可知，C在 N处的导数与 AB的斜率相等，即抛物线 C在点 N处的切线与 AB平行

4.【提示】设 ),(),,( 2211 yxByxA 由题意可知 AB中点的横坐标为
2

21 xx 
，由定理可知，M点横坐标与 AB

中点的横坐标相等，所以 A，M，B三点的横坐标成等差数列．

5.【提示】（1） : 2 6 0PQ x y  

（2）将坐标系上移 3 个单位，得过动点 '( , 3)A a  向 2y x 引切线 ' 'A P ， ' 'A Q ，切点为 'P ， 'Q

由定理 1，易知
1' ' : ( 3)
2

P Q ax y  ，直线 PQ定点 (0 , 6) ．

6.【提示】（1） 21 ( 0)
4

y x x  ，由定理可知 M Px x ， / /PM y 轴或与 y轴重合.

（2）设 :AB y kx m  ，由定理 ( , )P pk m ，即 (2 , )P k m ， 2 2 5 : 4 5ABm k l y kx k       

AB 过定点 (4 , 5)

7.【提示】（1）. 略

（2）由 M 为 AB 的中点，则由定理 1 可知抛物线 C在点 N处的切线与直线 AB平行
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（3）联立 022
2

2 2
2







 kxx
kxy
xy 1,

2 2121  xxkxx ， 










8
,

4

2kkN ，设 1 1 2 2( , ) ( , )A x y B x y， ，

由 0 NBNA ，代入韦达定理可得 2k  

8.【提示】(1) xy 22 

(2)设 ),( 00 yxN ，由定理可知 0 0:ABl y y x x  又 100  xy AB过定点  1,1 ，则当原点 O到直线 AB的距

离最大时， 2-:  xylAB 此时易得， 52OABS△ .

9.【提示】（1） 2,1 0
0  y
p
yk ， ∴（1，2）

(2) 假设 AB的方程为 mkxy  由定理得： ),( mpkM  ,又因为 M在直线 l上，所以 42  km

 42  km , 42  kkxy ,所以直线 l过  4,2  .

10.【提示】(1) yx 22 

（2）设 ),(),,( 2211 yxNyxM ， mkxylMN : ，联立 022
1

2 2
2







 kxx
kxy

yx

由题意可知 12121  yyxx ，即  1
4
1 2

2121  xxxx ， pmxx 2221  1m ，所以 MN过定点  1,0

由定理可知，得


22

8

84

8

4

8

3
2

3

21
2

213
21
























kxxxx

p

xx
S PMN△ .

11.【提示】（1）假设直线 AB方程为 mkxy  由定理可知： ),
2
1( mkP 

又因为 P在直线 l上∴ 1
2
1

 km ∴ 1
2
1

 kkxy ∴ ）（ 1,
2
1

（2）联立










yx

kkxy
2

1
2
1

∴ 01
2
12  kkxx

 

4
33

4

42

4

4

4
1

8

3
2

3

21
2

213
21

3
21







 







 





kkxxxx

xx
p

xx
S PAB△

12.【提示】（1） 1
4

2
2

 yx
，∴ yx 22 

（2）(i)由定理设AB： bkxy  ， ),( mpkm  ，即 ),( mkm  ，由M在直线上，，∴ 0342  mk .
4
3

2
1

 km ，

AB：
4
3

2
1

 kkxy ，过定点 )
4
3,

2
1
（ .
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(ii)作仿射变换






yy
xx

2'
'

，
',' BBAA 

则 ''BA 过定点 )
2
3,

2
1( N ,过 N作 NT x轴于 T， ''QPOH  于 H

设 'l 与 x轴交于 D，令 TND为 ，则
2

cossin3  
OH

24)(42''
222 


 


 OHOHOHQP

22 OH 时取等号，此时 7tan  或-1

14
1cot

2
1

2
1 '  kk 或

2
1

022:  yxlAB 或 01014  yx

13.【提示】（1） )1(1:  xkylAB ，令 0 1x y k  ， ，焦点 )
4
1,0(F ，

4
30

4
1

 kk

（2）由定理，  BBBD yyxxl 
2
1: ，  CCCD yyxxl 

2
1: ，∴ BBD xk 2 LD xk 2C 

由







2
)1(1

xy
xky

， 012  kkxx ，由韦达定理得： 11  kxB ，同理 11


k
xC

若四边形 ABDC为梯形，则 ACBD kk  或 DAB Ckk  ，此时方程无解∴ABDC不能为梯形.

14.【提示】设 AB： mkxy  ,由定理可知 ),
2
1( mkm  ,∵圆与直线相切，∴ 1

1 2





k

m
d

2 2 211 1 4(1 ) 1
2

m k k      ， 2 214( ) 1
2

m k   ，即：M轨迹 142  xy ,又因为 12 m ，

02
2 








mkxx

xy

mkxy
, 0 ，所以 52 m 或 1m ，即 1y 或 52 y

M轨迹 142  xy （ 1y 或 52 y ， Rx ）.

阿基米德三角形面积问题：
1. B 2.D 3. B 4.C

5.【提示】（1） 1
2

p  ，F 1(0, )
4

（2）由定理得，直线 PA的斜率为 1 12k x ，直线 PB的斜率为 2 22k x ， 1 2 1 24 1k k x x    ，即得 PA PB .

6.【提示】（1）设 ( ,0) 0E t t  ， (0, )C m ， 1EA EC
 

， 2EB EC
 

， 1 1 1

2 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )
x t y t m
x t y t m




  
   

，
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解得

1
1

2
2

t x
t

t x
t





 
  


，设直线 l的斜率为 k，方程为 ( )y k x t  ，由 2

( )
4

y k x t
x y
 

 
得 2 4 4 0x kx kt   ，

当  216 16 0k kt  时，设 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则 1 2 4x x k  ， 1 2 4x x kt ，

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2

( ) 4 4 1t x x t x x t kt kt
t t

 
    

    ．

（2） yx 42  )4(:  xkylAB ，由定理 )4,2(),( kkMmpkM  ，所以 M在 上xy 2 .

7.【提示】（1） yx 42  ，设直线 AB方程为： mkxy  所以 OBCA  02121  yyxx

2 2
1 2 1 2

1 0
16

x x x x  ， 1 2 16 2x x pm     ， 4m  ，直线 AB过定点（4，0）.

（2）联立由 162 2121  xxpkxx ，由定理可知：


32

16

644

8

3
22

21















k

p

xx
S .

7.【提示】（1） yx 42  ；设直线 AB方程为： mkxy  ，所以 OBCA  02121  yyxx

2 2
1 2 1 2

1 0
16

x x x x  ， 1 2 16 2x x pm     ， 4m  ，直线 AB过定点（4，0）

（2）联立由 162 2121  xxpkxx ，由定理可知：


32

16

644

8

3
22

21















k

p

xx
S

8.【提示】（1） 1
2

2
2

 yx

（2） xy
2
12  ，




























2
2,1

2
1

1
2

2

2
2

Q
xy

yx
，由定理可知切线方程为： )(

4
1

00 xxyy 

即 )1(
4
2

 xy ，
4
2,0  yx ， 1,0  xy ，

8
2

S

9.（1）因为抛物线的焦点到准线的距离为 2 ，所以 2p ，所以所求抛物线 C 的方程为 yx 42  ；设

),(),( 1100 yxByxA ， ，则 210  yAF ，即 10 y ，同理 11 y ，代入抛物线方程可得 )1,2(),1,2( BA .

（2）由推论 2 知
EH

BQA

DS
S

△

△ =2 为定值.
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专题 8 双曲线的仿射与旋转

1．【解析】如图，
2

2 2 2 91 9
9 2
x y x y x y          ， 3 2OA OB= = ,

'' '' 9OA BS = ， 设P 在 x轴的射影为Q ,则

2

" "
9 9 1

2 4 2 4 4 2OP Q

a OA b OBxy a bS ab
           

 
，选 C．

另解：根据图形可知，OP aOA bOB   
  

，根据向量的等和线知识，当 "P
在 A B 中点时 1a b+ = ，当 "P 位于双曲线其它任何位置时， 1a b+ > 选C

2.【解析】根据双曲线仿射定理可知，MN 中点一定为切点，
21 2

2 2MON M ON
aS S      ，选 D．

3.【解析】如图，经过仿射和旋转后，设 " "A B 与双曲线的另一个交点为 "Q ，过 "P 作

1",
2

P M OA A M OM则^ = 2
" " " " " "

9 9 93
2 4 8A OB A OP M OPS S S k aD D D= = = = ，又

2
" "

9 16= 2
8 9AOB A OB

b bS S a b a
a aD D = × = Þ = ，故

322
9

a = ，选 A .

4.【解析】因为 1 (2,1)e 


、 2 (2, 1)e  


是渐近线方向向量，所以双曲线渐近线方程为
1
2

y x  ，

又 5c  ， 2a  ， 1b  双曲线方程为
2

2 1
4
x y  ，作仿射和旋转后， 1 (0,2 2)e  

2 (2 2,0)e  
,

设 P 在 x轴的射影为Q ,则
1 2

"
11 1

2 2 4OP Q

a e b exyS ab

 
      ．

5. 【 解 析 】 根 据 仿 射 原 理 ， AOBÐ 始 终 小 于 一 条 渐 近 线 OM 到 另 一 条 ON 的 之 间 的 角 ，

0 90OA OB MON
 

> ，则 2e > ．

6.【解析】（1）双曲线的渐近线：
1
2

y   ，设 ( , )P x y ，则
2

2 1
4
x y  ，即

2 24 1
4

x y
 ．则 2 24 4x y  ，

P到两条渐近线的距离乘积
2 2| 2 | | 2 | | 4 | 4

5 55 5
x y x y x y  

  为常数．

（2）设 ( , )P x y ，则
2

21
4
x y  ，则 2 2 2 25 5 12 4| | ( 3) 6 8 ( )

4 4 5 5
PA x y x x x        

当
12
5

x  时， PA的最小值为
4 2 5 .
5 5


7.【解析】（1） 由题意可得 2 2 5c  ，即 5c  ，即有 2 2 5a b  ，又点 (2 5P ， 2) 在双曲线上，
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可得 2 2

20 4 1
a b

  ，解得 2a  ， 1b  ，即有双曲线的方程为
2

2 1
4
x y  ；

（2）作 2 2 4
2

x x
x y

y y

¢ì =ï Þ - =í ¢ =ïî
，再将双曲线沿逆时针旋转 45°得： 2x y = ； " "M N 与双曲线切于点

0
0

2,Q x
x

， 令 ( ) 2f x
x

= ， 则 ( )" " 0 2
0

2
M Nk f x

x
¢= - ， 故 " "M N 方 程 为 ( )02

0 0

2 2y x x
x x

- = - - ，

0
0

4" 2 , "OM x ON
x

\ = = ，

" " " "

" " 1 1 14, 2 sin tan
2 2 2 2OM N OMN OM N

OM ON
S S S OM ON MON OM ON MON

 
D D D\ = = \ = = = ，令渐近线

的倾斜角为 0
2
pq q> > ， 2

2 tan 4tan tan 2
1 tan 3

MON qq
q

Ð = = =
-

，故OM ON
 

 的值为定值 3．

8. 【 解 析 】（ 1 ） 由 题 意 知 ， 双 曲 线 C 的 顶 点 ( , )O a 到 渐 近 线 0ax by  的 距 离 为
2 5

5
，

2 2

2 5 2 5
,

5 5
ab ab

ca b
  


即 ，由

2 2 2

2 5 5 1
5 2

ab c
c a
c a b


   


  

，得

2
1

5

a
b

c

 



 

双曲线C的方程为
2

2 1
4
y x  ．

（2）由（1）知双曲线C的两条渐近线方程为 2y x  ．作 2 22
4

x x
y x

y y

¢ì =ï Þ - =í ¢ =ïî
，再将双曲线沿顺时针旋

转 45°得 2x y = ，设 ( )0 0
0

2" , , " ,0P x Q x
x

, "A P P B
 

l= , 1" " "
1 1

OP OA OB
  l

l l
\ = +

+ +
,故 ( )0" 1OA x l= +


，

( )
0

2 1
"OB

x

 l
l
+

= ( ) ( )
" " 0

0

2 11 1 1 1 1" " 1 2
2 4 4 2OAB OA BS S OA OB x

x

  l
l l

l lD D

+
= = = + = + +

1[ ,2]
3

  ，根据基本不等式和对勾函数性质得 1  ， minS 2 ，
1 8( )
3 3

S  ，
9(2)
4

S  ，当 1  时， AOB 的

面积取得最小值 2，当
1
3

  时， AOB 的面积取得最大值
8
3
． AOB 面积的取值范围是

8[2, ]
3

．

9．【解析】（1） 双曲线 2 2 27
4

x y  的焦点在 x轴上， 所以①不是双曲线 c的方程，双曲线 9xy  不经过

点
3(3, )
2

，所以②不是双曲线C的方程，所以③
9
2

xy  是等轴双曲线C的方程，等轴双曲线
9
2

xy  的焦点 1F 、

2F 在直线 y x 上，所以双曲线的顶点也在直线 y x 上，联立方程

9
2

xy

y x

 

 

，解得双曲线
9
2

xy  的两顶点
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坐标为
3 2(

2
，

3 2 3 2)(
2 2

 ，
3 2 )

2
 ，所以双曲线

9
2

xy  的实轴长为 6

（2） 所求问题即为： 在双曲线
9
2

xy  求一点 P，使 | | | |PA PB 最小 ．首先， 点 P应该选择在等轴

双曲线的
9
2

xy  中第一象限的那一支上等轴双曲线的
9
2

xy  的长轴长为 6 ，所以其焦距为6 2

又因为双曲线的两个焦点 1F 、 2F 在直线 y x 上，线段 1 2F F 的中点是原点， 所以 (3,3)A 是
9
2

xy  的一个

焦点，设双曲线的另一个焦点为 2 ( 3, 3)F   ，由双曲线的定义知： 2| | | | 6PA PF 

所以 2| | | | (| | 6 | |)PA PB PF PB    ，要求 | | | |PA PB 的最小值， 只需求 2| | | |PF PB 的最小值

直线 2BF 的方程为3 4 3 0x y   ，所以直线 2BF 与双曲线
9
2

xy  在第一象限的交点为
3(3, )
2

所以码头应在建点
3(3, )
2

P 处， 才能使修建两条公路的总费用最低

（3）①
3 1 3 1( ) ( ) ( ) ( )

3 3
f x x x f x

x x
        


，此双曲线是中心对称图形， 对称中心是原点 (0,0) ；

②渐近线是
3

3
y x 和 0x  ． 当 0x  时，当 x无限增大时，

1
x
无限趋近于 0 ，

3 1
3

y x
x

  与
3

3
y x

无限趋近；当 y 无限增大时， x无限趋近于 0 ．③双曲线的对称轴是 3y x 和
3

3
y x  ．

④实轴在直线 3y x 上， 实轴长为 42 12 ，虚轴在直线
3

3
y x  ，虚轴长为 4

42
3

⑤焦点坐标为 4 44 4
4 4(( , 12),( , 12))
3 3

  ，焦距 4
642
3

．

专题 9 平移坐标系构造齐次式

1．【提示】（1） 1
2

21 



p
xx

k AB ；

（2）由阿基米德三角形定理可知，  1,2M ，所以将抛物线按MO方向平移即可．由 1 BMAM kk 即可求

得直线 AB 方程为 07  yx ．

2．【提示】（1） 13
4

3 2
2

 yx
；

（2）由题意可知， 1
2

2
2

 yx
．将椭圆按 OF1 方向平移， 1

11''  QFPFOQOP kkkk 即可求得直线方程为

017  yx 或 017  yx ．

3．【提示】（1） 1
34

22


yx
；

（2）将椭圆按 PO方向平移，设 ''BA 方程为 1 nymx ，可得
n
mnkk

62
63-'' 21 


 ，由直线过定点可求得
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3
2

n ，将 'M 横坐标代入直线 ''BA 求出纵坐标即可表示出 3k ，此时可求得 2 ．

4．【提示】（1） 0 ayxa 或 0 ayxa ；

（2）假设 P 点坐标为  t,0 ，将椭圆按照 PO方向平移，令 0'' 21  PNPM kkkk ，即可求得  aP ,0 符合

题意．

5．【提示】（1） yx 22  ；

（2）将椭圆按CO方向平移，求得 21kk 的表达式，由平移后直线方程为 1 nymx 可知，
n
mk  ，所以即

可求得 2
1 2 4k k k   ．

6．【提示】（1） 1
4

2
2

 yx
；

（2）设直线 AB方程为 1 nymx ，由直线过 ( 1,0) 可知， 1m ，构造齐次式，由
1
4OA OBk k  可知， 2n ，

所以直线 l斜率
2
1

k ，所以直线方程为 012  yx 或 012  yx ．



学习数学 领悟数学 秒杀数学

93

第五章导数

专题 1 函数的切线问题

选择题答案

1—5：DBABA 6—10： ABDAA 11—15DDAAC 16 20 : ABDDD 21—25： BBCCC
26—27： AD

填空题答案

28： 12
4

a   29：13 15 0x y   30：
2

4
 31： 12nn  32： 4 33：

3 2
  

 
，

34： 56
27

35： 2 0x y   或 5 4 1 0x y   36： 0 37：
1

n
n 

38： 1
e

39： 1 0x ey  

40： 1
4

41： 1
10

42： 1 43： 10
2

44： 1
30

专题 2 指数切线放缩

1．【解析】函数 1( ) 0xf x e ax x ax     ，解得 1x  ， 1a  ．故选 A．

2．【解析】函数 3( ) xf x x ke  在 (0, ) 上单调递减， 2( ) 3 0xf x x ke    � 在 (0, ) 上恒成立，

2
2

2 12
4

)
2
(2

e
kxeexee xx
 ．故选 C.

3．【解析】法一：设直线 l与曲线 1 :
xC y e 的切点为 1

1( , )xx e ，与曲线 2 2
2

1:
4

C y e x 的切点为 2 2
2 2
1( , )
4

x e x ，

由 xy e ，得 1

1
| x
x xy e  ，由 2 21

4
y e x ，得

2

2
2

1|
2x xy e x  ，直线 l 的方程为 1 1

1( )x xy e e x x   ，或

2 2 2
2 2 2

1 1 ( )
4 2

y e x e x x x   ，则

1

1 1

2
2

2 2 2 2
1 2 2

1
2

1 1
4 2

x

x x

e e x

e x e e x e x

 

   


，解得 1 2 2x x  ．  直线 l 的方程为：

2 2 ( 2)y e e x   ，取 0y  ，可得 1x  ．直线 l在 x轴上的截距为 1．故选： B．

法二：根据 2
2

2

4
)

2
(2 xeexee

x
 ，切点为 )2( 2e， ，直线 l的方程为： 2 2 ( 2)y e e x   ，取 0y  ，可得

1x  ．直线 l在 x轴上的截距为 1．故选 B．

4．【解析】法一： 2( ) 2 ( 1) 0xf x e a x    ， 1x  时不成立， 1x  时，化为： 2

2 ( )( 1)
( 1)

xea g x x
x

  


．

3

2 ( 3)( )
( 1)

xe xg x
x


 


．可得： 1x  时， ( ) 0g x  ，函数 ( )g x 单调递增；1 3x  时， ( ) 0g x  时，函数 ( )g x 单

调递减； 3x  时， ( ) 0g x  ，函数 ( )g x 单调递增．画出图象． g（3）
3

2
e

 ．可得：当且仅当
3

0
2
ea  时，
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函数 y a 与函数 ( )y g x 由且仅有一个交点．即函数 2( ) 2 ( 1)xf x e a x   有且只有一个零点，则实数 a的

取值范围是
3

(0, )
2
e

．故选：C．

法二： 2( ) 2 ( 1) 0xf x e a x    ，根据 2
2

4
xee x  可得 2

2
1 )1(

4
 xee x ，故 2

3
1 )1(

2
22   xeeee xx ，

2

3ea 

时， xey 2 与 2)1(  xay 相切，画出图形，如上右图所示，显然 0a 无交点，当
2

3ea  有两个交点，当

且仅当
3

0
2
ea  时， xey 2 与 2)1(  xay 仅有一个交点，则实数 a的取值范围是

3

(0, )
2
e

．故选：C．

5．【解析】函数的导数
1( ) 2( 1)x mf x e m

x


     ， 0x  因为函数 ( )f x 恰有两个极值点，所以函数 ( )f x 有

两个不同的零点．令
1( ) 2( 1) 0x mf x e m

x


      ，得 1
1 2

xxe m
x
 


有两个不同的实数根，

法一：记： ( )
1 2

xxeh x
x




，所以 2 2

( ) (1 2 ) (1 2 ) (2 1)( 1)( )
(1 2 ) (1 2 )

x x xxe x xe x e x xh x
x x

      
  

 
，当

1(0, )
2

x 时， ( ) 0h x  ，

此时函数 ( )h x 在此区间上递增，当
1(
2

x ，1)时， ( ) 0h x  ，此时函数 ( )h x 在此区间上递增，当 (1, )x  时，

( ) 0h x  ，此时函数 ( )h x 在此区间上递减，即当 1x  时， ( )h x 取得极大值 h（1） e  .作出 ( )h x 的简图如

下：要使得 ( ) 1h x m  有两个不同的实数根，则 1m e   ，即 1m e   ．故选 D．

法二： 1
1 2

xxe m
x
 


有两个不同的实数根，即 )12(11

xe
me x 


 有两个交点，故 11





e
m

，即 1m e   ．故

选： D．

6．【解析】（1）函数的导数 ( ) 2xf x e x   ，函数在在点 0x  处的切线斜率 0(0) 2 0 1k f e      ，
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(0) 1f a  ，则过切点 (0,1 )a 的切线方程为 (1 )y a x   ，即 1y x a   ，在点 0x  处的切线为 y bx ，

1b  ，1 0a  ，即 1a   ，则 2( ) 1xf x e x   ；

（2）证明：设 2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1x xg x f x x x e x x x e x             ，函数的导数 ( ) 1xg x e   ，

由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为增函数，由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为减 j函数

即当 0x  时，函数 ( )g x 取得极小值同时也是最小值 0(0) 0 1 1 1 0g e      ，则 ( ) (0) 0g x g � ，

即 2( ) ( ) 0f x x x   � ，即 2( )f x x x � 恒成立．

7．【解析】（1）根据题意， 2( ) 2xf x ae x  ，其导数 ( ) 4xf x ae x   ，当 1a  时， f （2） 2 8e  ， f （2）

2 8e  ，所以 ( )f x 在 2x  处的切线方程为 2 2( 8) ( 8)( 2)y e e x     ，即 2( 8)( 1)y e x   ，

（2）（指数找基友）根据题意，若函数 ( )f x 为 R上的单调递增函数，则 ( ) 4 0xf x ae x   � 恒成立，即
4
x

xa
e

�

恒成立，则有 ( )maxa g x� ，令
4( ) x

xg x
e

 ，则
4(1 )( ) x

xg x
e
  ，当 1x  时， ( ) 0g x  ；当 1x  时， ( ) 0g x  ，


4( ) (1)maxg x g
e

  ， a 的取值范围是
4a
e

� ．

8. 【解析】（1）当 0a  时， ( ) xf x e ，当 0x  时， 0 0e  显然成立；当 0x  时，
2

2 1x
x

xe x
e

   ；

令
2

( ) x

xF x
e

 ， 0x  ，则
2(2 )( ) x

x xF x
e
  ，可得 (0,2)x ， ( ) 0F x  ， ( )F x 增； (2, )x  ， ( ) 0F x  ， ( )F x

减；故 0x  时， 2

4( ) (2) 1F x F
e

   ，综上，任意 [0x ， ) 都有 2( )f x x ，得证．

（2）法一：函数定义域为 R，令 ( ) ( ) 2 ( 1)xg x f x e a x    ，若 ( )f x 有两个极值点，则 ( )g x 有两个变号零

点，且 ( ) 2xg x e a   ，当 0a� 时， ( ) 0g x  在 R上恒成立，函数 ( )g x 在 R上单增， ( )g x 至多有一个零点，

此时 ( )f x 不存在两个极值点；当 0a  时，令 ( ) 0g x  ，可得 (2 )x ln a ，且 ( ) 0 (2 )g x x ln a    ，

( ) 0 (2 )g x x ln a    ，即函数 ( )g x 在 ( ， (2 ))ln a 单减，在 ( (2 )ln a ， ) 单增，若条件成立，则必有

( ) ( (2 )) 2 2 ( (2 ) 1) 0ming x g ln a a a ln a     ，此时
2

2
ea  ，综上，函数 ( )f x 有两个极值点时，

2

( , )
2
ea  ．

法二：函数定义域为 R，令 ( ) ( ) 2 ( 1)xg x f x e a x    ，若 ( )f x 有两个极值点，则 ( )g x 有两个变号零点，

构造函数   exexg x  ，显然   0xg 恒成立，当仅当 1x 时等号成立，要使 2 ( 1)xe a x  恒成立，很明显

0a  不合题意，    1212 11   x
e
aexaee xx ，当仅当 2x 取得相切等号，若 e

e
a


2
，即

2

( , )
2
ea  ，

函数 ( )f x 有两个极值点.
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9.【解析】（1）函数 2( ) xf x ax e  的导数为 ( ) 2 xf x ax e   ，曲线 ( )y f x 在 1x  处的切线与 y轴垂直，

可得 2 0a e  ，即
1
2

a e ，可得 ( ) xf x ex e   ，设 ( ) xg x ex e  ， ( ) xg x e e   ，可得 ( )g x 在 ( ,1) 递增，

在 (1, ) 递减， ( )g x 的最大值即 ( )f x 的最大值为 g（1） 0 ；

（3）证明：设 ( )
xeh x
x

 ，可得 2

( 1)( )
xe xh x
x


  ，1
2
ea � 时，则1 (0, )a ，令 ( ) 0h x  ，可得1 x a  ； ( ) 0h x  ，

可得 0 1x  ，则 ( )h x 的最小值为 h（1） e ，又 2 (2a ， ]e ，则 2
xea
x

� ，即 2 0xax e � ，

即 ( ) 0f x � ， ( )f x 在 (0, )a 上是递减函数，则命题得证．

10.【解析】（1）函数的导数 ( ) 2xf x e x   ，函数在在点 0x  处的切线斜率 0(0) 2 0 1k f e      ，

(0) 1f a  ，则过切点 (0,1 )a 的切线方程为 (1 )y a x   ，即 1y x a   ，

在点 0x  处的切线为 y bx ， 1b  ，1 0a  ，即 1a   ，则 2( ) 1xf x e x   ；

（2）证明：设 2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1x xg x f x x x e x x x e x             ，函数的导数 ( ) 1xg x e   ，

由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为增函数，由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为减 j函数

即当 0x  时，函数 ( )g x 取得极小值同时也是最小值 0(0) 0 1 1 1 0g e      ，则 ( ) (0) 0g x g � ，

即 2( ) ( ) 0f x x x   � ，即 2( )f x x x � 恒成立．

11. 【解析】（1）证明：当 0a  时． ( ) xf x e x  ． 令 ( ) ( ) 2x xg x f x x e x x e x       ．则 ( ) 2xg x e   ．令

( ) 0g x  ．得 2x ln ． 当 2x ln 时， ( ) 0g x  ，当 2x ln 时， ( ) 0g x  ，所以 ( )g x 在 (， ln 2)内是减

函数．在 ( 2, )ln  内是增函数，所以 2x ln 是 ( )g x 的极小值点，也是最小值，

即 2( ) ( 2) 2 2 2 0
2

ln
min

eg x g ln e ln ln     ．故当 0a  时， ( )f x x 成立

（2） ( ) 1xf x e   ，由 ( ) 0f x  ．得 0x  ．当 0x  时， ( ) 0f x  ；当 0x  时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 ( ,0)

上是减函数，在 (0 ， ) 内是增函数，所以 0x  是函数 ( )f x 的极小值同时也是最小值点， 即

( ) (0) 1minf x f a   ，当1 0a  ，即 1a  时， ( )f x 在 R上没有零点，当1 0a  ，即 1a  时， ( )f x 在 R上

只有 1个零点，当1 0a  ，即 1a  时，因为 ( ) ( ) 0a af a e a a e        ． 所以 ( )f x 在 ( ,0) 内只有一

个零点，由（1）得 2xe x ，令 x a ，则得 2ae a ．所以 f（a） 2 0a ae a a e a      ．于是 ( )f x 在 (0, )

内有一个零点；因此．当 1a  时， ( )f x 在 R上有两个零点． 综上当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上没有零点，

当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上有一个零点；当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上有两个零点．
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12.【解析】（1）函数 ( ) ( 1) xf x x e  ． ( ) ( 1)x x xf x e x e xe      ，由 ( ) 0xf x xe   时， 0x  ，

由 ( ) 0f x  ，得 0x  ， ( )f x 的增区间为 [0， ) ，当 ( ) 0f x  时， 0x  ， ( )f x 的减区间为 (，0]，

由 ( ) ( 1) 0xf x x e   ，得 1x  ，函数 ( )f x 的零点是 1x  ．

（2） ( )f x ax e � 恒成立，即 ( )y f x 的图象恒不在 y ax e  的图象下方，

当它们相切时，设切点 0(x ， 0 )y ， 0
0

xx e a  ，且
0

0

0

( 1) xx e e
a

x
 

 ，联立解

得 0 1x  ， a e  ，由图可知 0 1a� � ， a的取值范围[0，1]

13.【解析】（1）由 ( ) xf x e ax b   ，得 ( ) xf x e a   ，由 (0) 1 2f a    ，解得 1a  ．由 (0) 1 1f b   ，

解得 0b  ． ( ) xf x e x   ．

（2）法一：当 0x  时， 2 1xe x x mx  � ，即
1 1

xem x
x x
  � ．令

1( ) 1( 0)
xeh x x x
x x

     ，

则
2

2 2

( 1) 1 ( 1)( 1)( )
x xe x x x e xh x

x x
     

   ．令 ( ) 1( 0)xt x e x x    ，则 ( ) 1 0xt x e    ．

当 (0, )x  时， ( )t x 单调递增， ( ) (0) 0t x t  ．则当 (0,1)x 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

当 (1, )x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增． ( )minh x h  （1） 1e  ，实数m的取值范围是 (， 1]e  ．

法二：构造函数 xe
xexxh

2)1()( 
 ，求导可得

 
xe

exxxh 3)1()( 
 ，易知 1)1()( max  hxh ，故

 21 xexe x 对 ),0( x 恒成 11)1()1( 222  mxxxexxxexxe x ，即 1 em .

14.【解析】（1）设切点为 0(P x ， 0 )y ， ( ) xf x e x   ， 0
0 0( ) 1xf x e x     ， 0 2

0 0
1 1
2

xe x x a    ，解得 0 0x  ，

0a  ．

法一：（洛必达法则之隐零点护航）构造 1
2
1)( 2  bxxexg x ， 0)0( g ， bxexg x  )( ， bg  1)0( ，

1)(  xexg ， 0)0( g ，且 0x 时， )(xg  单调递增，

①显然当 01)0(  bg ，即 0)0()(  gxg 恒成立，故 1
2
1)( 2  bxxexg x 在区间  ，0 单调递增，且

0)0()(  gxg 恒成立，故 1b 时 ( )f x bx� 恒成立；

②当 1b 时， 01)0(  bg ，故 ),0[0 x ，使 0)( 00
0  bxexg x ，由于 0x 时， )(xg  单调递增，

故当 ),0[ 0xx 时， 0)(  xg ，则 1
2
1)( 2  bxxexg x 在区间  00 x， 单调递减， 0)0()(  gxg 成立，与题

意矛盾，故不成立；综上可得： 1b� ．
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法二：（切线放缩）注意：直接用第一问结论显然不严谨，首先只是知道在（0,1）处的切线，但没有说明这

个函数的单调性，所以需要证明，这里不做详细说明；

15.【解析】（Ⅰ）由 0a  ，得 ( ) ( 3) xf x x e  ，所以 ( ) ( 2) xf x x e   ，由 ( ) 0f x  得 2x  ，由 ( ) 0f x  得 2x  ，

所以，函数 ( )f x 的单调增区间是 (2, ) ；单调减区间是 ( ,2) ．

（Ⅱ）法一： ( ) ( 3)[ ( 3)]xf x x e a x    ，易得函数 ( )f x 有一个零点 3x  ．令 ( ) ( 3)xg x e a x   ．

（1）若 0a  ，则 ( ) 0xg x e  ， ( )g x 无零点，所以函数 ( )f x 只有一个零点；

（2）若 0a  ，则 ( ) xg x e a   ，

①当 0a  时，有 ( ) 0g x  ，所以函数 ( )g x 在 ( , )  上单调递增，而
11( ) 3 1 0ag e a

a


     ，g（3） 3 0e  ，

此时函数 ( )g x 在
1( ,3)
a

 内有一个零点，所以 ( )f x 有两个零点．

②当 0a  时，由 ( ) 0xg x e a    ，得 ( )x ln a  ，所以函数 ( )g x 在区间 (， ( ))ln a 单调递减，在区间 ( ( )ln a ，

) 单调递增，所以函数 ( ) ( ( )) [ ( ) 4]ming x g ln a a ln a     ．

（ⅰ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4 0e a   时， ( ) ( ( )) [ ( ) 4] 0ming x g ln a a ln a      ，此时函数 ( )g x 在其定义域内

无零点，所以函数 ( )f x 只有一个零点．

（ⅱ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4 0a e   ，此时函数 ( )g x 有一个零点为 4，所以函数 ( )f x 有两个零点．

（ⅲ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4a e  时， ( ) 0ming x  ，此时函数 ( )g x 有两个零点，因为 g（3） 0 ，所以这两

个零点均不为 3．所以函数 ( )f x 有三个零点．综上述，当 0a  或 4 0e a   时，函数 ( )f x 只有一个零点；

当 0a  或 4a e  时，函数 ( )f x 有两个零点；当 4a e  时，函数 ( )f x 有三个零点．

法二： ( ) ( 3)[ ( 3)]xf x x e a x    ，易得函数 ( )f x 有一个零点 3x  ．令 ( ) ( 3)xg x e a x   ．构造函数

exexh x )( ，易证 0)( xh 恒成立，当仅当 1x 时等号成立，故 )3(433   xeeee xx ，当仅当 4x 时

等号成立， 4ea  时， ( ) ( 3)xg x e a x   有一个零点，如图 1；当 0a 时，显然 )3(  xae x 一定有一

个交点，如图 2；当 4a e  时， ( ) ( 3)xg x e a x   有两个零点，如图 3；当 40 ea  ，如图 4，

( ) ( 3)xg x e a x   无零点，或者当 0a 时，无零点；综上述，当 0a  或 4 0e a   时，函数 ( )f x 只有一

个零点；当 0a  或 4a e  时，函数 ( )f x 有两个零点；当 4a e  时，函数 ( )f x 有三个零点．
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15题图 1 图 2 图 3 图 4

16.（1）【解析】 ( ) xf x e a   ， 0a� 时， ( ) 0f x  ，此时，函数 ( )f x 单调递增，无极值． 0a  时，令

( ) 0xf x e a    ，解得 0x lna ．可得： 0x lna 时，函数 ( )f x 取得极小值， 0
0 0( ) 2 2xf x e ax a alna      ．

（2）法一：证明： ( ) ( )f x g x� ，即 2 3x xe ax xe  � ． 0x  时，成立． 0x  时，化为：
1 ( )

x xe xea h x
x

 
� ，

2

2

1( )
x x xx e e xeh x

x
   

  ，令 2( ) 1x x xu x x e e xe     ． (0) 0u  ．

2 2( ) 2 0x x x x x x xu x xe x e e e xe xe x e           ， ( ) (0) 0u x u   ． ( ) 0h x   ， ( )h x 在 (0, ) 上单调

递减．利用洛必达法则： 0(0) | 0
1

x x x

x
e e xeh 
 

  ， 0a � ．

法二：（切线放缩） ( ) ( )f x g x 2 3x xe ax xe     ，即

 1 1xax e x    ，令    1 0g x ax x    ，    1xh x e x  ，

  0xh x xe   ，   0 0h x x    ，所以  min 1h x   画出  g x 和

 h x 图像如图所示，当 0x  时， ( ) ( )f x g x 恒成立即  g x 图像

必须在  h x 下方，    1xh x e x  在 0x  时取得极值  0 1h   ，而此时   1g x ax   取得极值 1 时斜率

0a  ，所以 0a  ， 0a  .

17.【解析】（1） 2( ) 2xf x e x a b    ， ( ) 2xf x e x   ，由题意得
(0) 1 2 0
(0) 1

f a b
f b

   
   

，即 1a   ， 1b  ；

（2）证明：由（Ⅰ）可知， 2( ) 1xf x e x   ．令 2( ) ( ) 1xx f x x x e x       ， ( ) 1xx e   ，

由 ( ) 0x  ，得 0x  ．当 ( ,0)x  时， ( ) 0x  ， ( )x 单调递减，当 (0, )x  时， ( ) 0x  ， ( )x 单调

递增． ( )x 的最小值为 (0) 0  ，从而 2( )f x x x � ；
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（3） ( )f x kx 对任意的 (0, )x  恒成立，等价于
( )f x k
x

 对任意的 (0, )x  恒成立．

令
( )( ) f xg x
x

 ， 0x  ．
2

2 2 2

( ) ( ) ( 2 ) ( 1) ( 1)( 1)( )
x x xxf x f x x e x e x x e xg x

x x x
        

    ．

由（Ⅱ）可知，当 (0, )x  时， 1 0xe x   恒成立，令 ( ) 0g x  ，得 1x  ， ( ) 0g x  ，得 0 1x  ，

( )g x 的单调增区间为 (1, ) ，单调减区间为 (0,1)， ( )ming x g （1） 2e  ． 2k e   ．即实数 k的取

值范围为 ( , 2)e  ．

18.【解析】（1） 1( ) x

xf x
e


  ( ) x

xf x
e
  ，当 ( ,0)x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，所以当 0x  时，函数 ( )f x 存在极大值 (0) 1f  ，无极小值；

（2）法一：令 21( ) ( ) ( ) 1x

xh x f x g x ax
e


     ，

1
2( ) 2 2

x

x x

ex ah x ax ax
e e


     

 10
2

a  ，
1 1
2a

 ，即
1 0
2

ln
a
 ，令 ( ) 0h x  ，解得 0x  或

1
2

x ln
a



当 ( ,0)x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增；当
1(0, )
2

x ln
a

 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减；

当时
1( , )
2

x ln
a

  ， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，又 (0) 0h  ，
1( ) (0) 0
2

h ln h
a

  ，

2
1 1

1 11 1
1 1 1 1( ) ( ) 1 0( )

2
a a

a ah a ln
aa a a

e e

 
      ，函数 ( )h x 在 R上连续，所以 ( )h x 有一个零点 0，且在

1 1( , )
2

ln
a a

上有一个零点，即函数 ( )h x 有两个零点当
10
2

a  时，方程 ( ) ( )f x g x 的实根个数为 2个；

法 二 ： ( ) ( )f x g x 即  2 21 1 11x
xx ax x eax

e
  


  ， 令

  1g x x  ，    21 xh x ax e  （
10
2

a  ），则 ( ) ( )f x g x 的实根

个数等价于两函数图像交点个数，    2 2 1 xh x ax ax e     ，令

  2 2 1H x ax ax    ， 24 4 0a a    ，又对称轴 1x   且过  0 1，

所以  H x 一定存在一个负根 1x 和一个正根 2x ，当 0x  ，   0h x 

此时两函数图像交点个数为零；当 0x  ，    0 0 1g h  ，一交点；

当 0x  ，由于  h x 在    2 20 +x x x x    ， ， ， ，所以两函数图像必定存在一个交点 . 综上，方程

( ) ( )f x g x 的实根个数为 2.
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（3）由（2）知，即证：当 1a� 时，对于任意实数 [ 1x  ， ) ，不等式 ( ) 0h x � 恒成立．

①在 0x� 时， 1a � 
1 10
2 2a

 � ，又 0x� ， 1xe � 得： ( ) 0h x � ， ( )h x 为在 [0， ) 上是增函数，故 ( ) (0) 0h x h � ；

②在 1 0x � � 时，由于 1a� ，所以 2 21 1ax x � 要证明 ( ) 0h x � 成立，即证 21 1 0x

x x
e


  � ，

也即证
1( 1)[ 1] 0xx x
e

   � ，由于 1 0x  � ，只需证
1 1 0x x
e

  � ．

不妨令
1( ) 1xm x x
e

   ，
1 1( ) 1

x

x x

em x
e e

    ．由 1 0x � � ，得 ( ) 0m x � 且不恒为 0，

所以 ( )m x 在区间 [ 1 ， 0]上单调递减， ( ) (0) 0m x m � ，从而
1 1 0x x
e

  � 得证．

综上，当 1a� 时，对于任意实数 [ 1x  ， ) ， ( ) 0h x � 恒成立，即不等式 ( ) ( )f x g x� 恒成立．

19.【解析】（1） ( ) xf x e m   ，①若 0m� ，则 ( ) 0f x  ， ( )f x 在 ( , )  单调递增，所以 ( )f x 无极值，

②若 0m  ，当 x lnm 时， ( ) 0f x  ，当 x lnm 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 ( , )lnm 单调递减，在 ( , )lnm  单

调递增，所以 ( )f x 的极小值为 ( )f lnm ，由 ( 1) 1 1m m lnm    ，解得 1m  ．

（3）令 ( ) ( 1) 1 ( 1)( 0)
2

x mg x e m x ln x x      � ， ( )
2( 1)

x mg x e m
x

   


，令 ( )
2( 1)

x mh x e m
x

  


，

2

2

2( 1)( )
2( 1)

xx e mh x
x

  


，令 2( ) 2( 1) xp x x e m   ，显然 ( )p x 在 [0， ) 单调递增， ( ) (0) 2p x p m  � ．

①当 2m� 时， ( ) 0p x � ， ( ) 0h x � ， ( )h x 在[0， ) 单调递增， ( ) (0) 1 0
2
mh x h  � � ，即 ( ) 0g x � ， ( )g x

在 [0， ) 单调递增，所以 ( ) (0) 2 0g x g m � � ，此时符合题意；

②当 2m  时， (0) 0p  ， 0 (0, )x   ，使 0( ) 0p x  ，故 ( )p x 在 0(0, )x 恒为负值， ( )h x 在 0(0, )x 单调递减，

此时 ( ) (0) 1 0
2
mh x h    ，所以 ( )g x 在 0(0, )x 单调递减，所以 ( ) (0) 2 0g x g m    ，此时不符合题意，

故所求m的取值范围为 (， 2]．

法二：令 ( ) ( 1) 1 ( 1)( 0)
2

x mg x e m x ln x x      � ， 02)0(  mg ，则必须有 2m ， ( )
2( 1)

x mg x e m
x

   


，

构造函数
x

exh x 12)( 1   ，显然 0211 

x
xxe x ，当仅当 1x 时等号成立，故

1
12



x

e x ，当 0x

时取等，当 2m 时，
1

12)
1

12(
2 





xx

m
（ 1x ），显然 ( ) 0

2( 1)
x mg x e m

x
    


，故 )0()( gxg  恒

成立，即所求m的取值范围为 (， 2]．

20.【解析】（1）根据题意， 2( ) ( )xf x x e a  ， 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线，设切点的坐标为 1(x ， 1)y ，

则 2 2 2( ) ( ) 2 (2 1)x x xf x e a xe x e a       ，又由 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线，切点为 1(x ， 1)y ，则 1( ) 2f x  ，
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则有 1

1

1 1
2

1 1 1
2

1

2

(2 1) 2

x

x

y x
y x e ax
x e a


  
   

，解可得 1a   ；

（1）法一：根据题意， 2( ) ( )xf x x e a  ，则 ( ) 1f x x lnx � ，即 2( ) 1xx e a x lnx  � ，变形可得

2 (1 ) ( 1)xxe lnx a x  � ，又由 0x  ，所以 2 11 x lnxa e
x


 � ，设 2 1( ) x lnxg x e
x


  ，

其导数
2 2

2
2 2

2( ) 2
x

x lnx x e lnxg x e
x x


    ，设 2 2( ) 2 xh x x e lnx  ，其导数 2 1( ) 4 ( 1) 0xh x xe x

x
     ，则函数 ( )h x

在 (0, ) 上单调递增；又由
1( ) 0h
e

 ，h（1） 0 ，则存在 0
1(x
e

 ，1)，满足 0( ) 0h x  ，即 022
0 02 0xx e lnx  ，

故 02 0
0

0

1( ) ( ) x
min

lnxg x g x e
x


   ，若 2 11 x lnxa e
x


 � ，必有 01 ( )a g x � ，令 022
0

xt x e ，变形可得

0 02 2x lnx lnt  ，由 022
0 02 0xx e lnx  ，变形可得 02 0t lnx  ，则有 0 02 2x lnx t lnt   ，设 ( ) 2F x x lnx  ，

分析易得 ( ) 2F x x lnx  为增函数，则有 0x t ，则 02 0
0

0

1( ) 2x lnxg x e
x


   ，必有 1 1a  � ，解可得 1a� ，

故 a的取值范围为 (，1]．

法二： 2( ) 1xx e a x lnx  � ，变形可得 2 (1 ) ( 1)xxe lnx a x  � ，即 2 ln (1 ) ( 1)x xe lnx a x   � ，构造函数

1)(  xexh x ，显然 0)( xh 恒成立，当仅当 0x 时等号成立，故   2 ln2 ln 2 (1 ) 0x xh x x e x lnx      恒

成立，当仅 0xx  ，且满足 0ln2 00  xx 时等号成立，故 2 ln (1 ) 2 ( 1)x xe lnx x a x      ，又由 0x  ，必有

1 1a  � ，解可得 1a� ，故 a的取值范围为 (，1]．

21.
【解析】（1）当 1a  时，   1xf x e x   ，则   1xf x e   ，    1 1 1f e f e   ， ，所以在点   1 1f，

处的切线方程为    1 1y e e x    ，整理为  1 1y e x   .

（1）由   2f x x ，得
2

2

1 xx ea
x

 
 ，令  

2

2

1 xx eg x
x

 
 ，则  

   
2

1 1 xx x e
g x

x

  
  ，令   1 xh x x e   ，

则   1 0xh x e    . 则  h x 在  10， 上单调递减，    0 0h x h  ；   0g x  ，  g x 单调递增，则有

   1 2g x g e   ，所以  2 +a e  ， .

法 二 ： 由  21xe ex x   （ 证 明 略 ） 以 及 题 意   2 2 21 1x xf x x e ax x e x ax         ， 即

   22 1xe a x x    ，所以  2 +a e  ， .



学习数学 领悟数学 秒杀数学

103

专题 3 对数切线放缩

1．【解析】法一：当 10a  时，函数 ( ) 10f x x x lnx   ， x e 时， ( )f e 0 ， 100x  时， (100) 0f  ，

所以函数存在零点，所以 A、B不正确；当
1
2

a  时，
1( )
2

f x x x lnx   ，
1 1( ) 1

22
f x

xx
    ， 1x  时，

( ) 0f x  恒成立，函数是增函数， f （1） 0 ，所以
1
2

a  时，函数没有零点，所以C不正确，故选 D．

法二：令 tx  ，则 tatttatttf ln2ln)( 222  在区间 (1, ) 上存在零点，由于 xxx  2ln ，切点

为 )0,1( ，根据函数图像性质可得， 12 a 时一定存在零点，故选D．

2．【解析】函数 ( )f x lnx ax  在 R 上有两个不同的零点可化为 y lnx 与

y ax 在 R上有两个不同的交点，作函数 y lnx 与 y ax 在 R上的图象如

下，当直线与 y lnx 相切时，则
1lnx

x x
 ，解得， x e ；故直线与 y lnx 相

切时，切线的斜率
1a
e

 ；故实数 a的取值范围是
1(0 , )
e

；故答案为：
1(0 , )
e

．

3．【解析】法一：（1）若 0a  ，由 21 1(1 )
2 2
x m x alnx   � ，显然 y alnx 在 [1， ) 上单调递减，且经过

点 (1,0)，而 21 1( ) (1 )
2 2

y m x x m x     的图象开口向上，且经过点
1(0, )
2

 ，故只需令m （1） 0� 即可，

即1 0m � ，即 1m� ，符合题意．

（ 2 ） 若 0a� ， 由 ( )f x mx� 可 得
11

2 2
x alnxm

x x
  � ， 令

1( ) 1 ( 1)
2 2
x alnxg x x

x x
    � ， 则

2

2 2 2

1 (1 ) 1 2 ( 1) 1( )
2 2 2

a lnx x a lnxg x
x x x
   

     ，令 2( ) 2 ( 1) 1( 1)h x x a lnx x    � ，则
22( )( ) x ah x
x


  ，则

( ) 0h x  ，故 ( )h x 在 [1， ) 单调递增， ( )h x h � （1） 2 2 2(1 )a a    ，

①若 0 1a� � ，则 ( )h x h� （1） 0� ，即 ( ) 0g x � ， ( )g x 在 [1， ) 上单调递增， ( )g x g � （1） 1 ，故 1m� ，

符合题意．②若 1a  ，则 ( )h x 的最小值 h（1） 2(1 ) 0a   ，存在 0 [1x  ， ) 使得当 [1x ， 0 )x 时， ( ) 0h x  ，

当 0(x x ， ) 时， ( ) 0h x  ， ( )g x 在 [1， 0 )x 上单调递减，在 0(x ， ) 上单调递增， ( )g x 的最小值为

0( )g x ，故 0( )m g x� ，而 0( )g x g （1） 1 ，故m的最大值不为 1，不符合题意．综上，a的取值范围是 (，

1]．故答案为： (，1]．
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法二： 2 21 1( ) 2 2( 1
2 2

1 )f x x alnx x mx x alnx m x         对任意 [1x ， ) 恒成立，且m最大值为

1，故 2 2 01x alnx  恒成立，由于 12  xy 与 alnxy 2 均过定点 )0,1( ，如图所示，根据切线和函数凹凸

反转性质可知 2 2(1 1) 2x x lnx   ，即 22 a ， a的取值范围是 (，1]．

4．【解析】法一：函数 ( ) ( )
xef x k lnx x
x

   的定义域是 (0, ) ，

2 2

( 1) (1 ) ( )( 1)( )
x xe x k x e kx xf x
x x x
   

     ． 1x  是函数 ( )f x 的唯一一个极值点 1x  是导函数 ( ) 0f x 

的唯一根． 0xe kx   在 (0, ) 无变号零点，令 ( ) xg x e kx  ， ( ) xg x e k   ，① 0k� 时， ( ) 0g x  恒成

立． ( )g x 在 (0, ) 时单调递增的， ( )g x 的最小值为 (0) 1g  ， ( ) 0g x  无解② 0k  时， ( ) 0g x  有解为：

x lnk ，0 x lnk  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，lnk x 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递，增 ( )g x 的最小值为

( )g lnk k klnk  ， 0k klnk   ， k e  ，由 xy e 和 y ex 图象，它们切于(1, )e ，综上所述，k e� ．故选A．

法二：（同构式切线放缩法） ( ) ( )
x x xe e ef x k lnx x kln t klnt
x x x

       ，
t
kt

t
ktf 
 1)( ，显然 exe x  ，

当仅当 1x 时等号成立，故 et  时， 0)(  tf 无解，所以必须 k e ，故选 A．

5．【 解 析 】 法 一 ： 2( ) ( 0)f x xlnx ax x   ， ( ) 1 2f x lnx ax    ． 令 ( ) 1 2g x lnx ax   ，  函 数

( ) ( )f x x lnx ax  有两个极值点，则 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上有两个实数根．
1 1 2( ) 2 axg x a
x x


    ，当 0a�

时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 在区间 (0, ) 单调递增，因此 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上不可能有两个实数根，

应舍去．当 0a  时，令 ( ) 0g x  ，解得
1
2

x
a

 ，令 ( ) 0g x  ，解得
10
2

x
a

  ，此时函数 ( )g x 单调递增；

令 ( ) 0g x  ，解得
1
2

x
a

 ，此时函数 ( )g x 单调递减．当
1
2

x
a

 时，函数 ( )g x 取得极大值．当 x趋近于 0

与 x趋近于 时， ( )g x ，要使 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上有两个实数根，则
1 1( ) 0
2 2

g ln
a a

  ，解得

10
2

a  ．实数 a的取值范围是
1(0, )
2

．故选 A．

法二：（对数切线放缩法） 2( ) ( 0)f x xlnx ax x   ， ( ) 1 2f x lnx ax    ．令 ( ) 1 2g x lnx ax   ，由于 1ln  xx ，

故当 12 a 时， 2 1lnx ax  有两个交点， 0a 时，由于单调性变化，仅有一个交点，故选 A．

6．【解析】法一：方程 ( ) ( 1)f x a x  恰有两个不同的解，即方程 21 ( 1) 0
2
x a x alnx    在 (0, ) 上恰有 2

个解，令 21( ) ( 1)
2

g x x a x alnx    ，其中 (0, )x  ，
( 1)( )( ) ( 1) a x x ag x x a

x x
 

      ，

（1） 0a  时， ( )g x 在 (0,1)递减，在 (1, ) 递增，有 2个零点，故 g（1） 0 ，即
1 0
2

a   ，

（2） 0a  时， 21( )
2

g x x x  只有 1个零点 2，舍，
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（3）0 1a  时， ( )g x 在 (0, )a 递增，在 ( ,1)a 递减，在 (1, ) 递增，有 2个零点，且 g（1） 1 0
2

a    ，

故 ( )g a 0 ，无解，舍，

（4） 1a  时， ( )g x 在 (0, ) 递增，不可能有 2个零点，舍，

（5） 1a  时， ( )g x 在 (0,1)递增，在 (1, )a 递减，在 ( , )a  递增，

g （1） 1 0
2

a    ，不可能有2个零点，舍，综上，
1(
2

a  ，0)时，方程 ( ) ( 1)f x a x  恰有2个解，故选A．

法二： 21 ( 1) 0
2
x a x alnx    在 (0, ) 上恰有 2个解，即

1 1 2( 1)
2 2

a x a lnxx
a a a x

  
     有两交点，由于

1ln
 x

x
x

，两函数的切点为（1,0），根据题意直线的零点一定满足
2
11)1(2  aa ，且直线必须为单

调递增，所以 0
2
1

 a 时一定有两交点，当 0a 时，仅有一个交点，不合题意，故选 A．

7.【解析】法一：函数 ( ) 1f x xlnx  的图象总在直线 y ax 的上方， 1 0xlnx ax    对任意 0x  恒成

立，令 ( ) 1F x xlnx ax   ，则 0x  ， ( ) 1F x lnx a    ，由 ( ) 0F x  ，得 1 ax e  ．当 1(0, )ax e  时， ( ) 0F x  ，

当 1( ax e  ， ) 时， ( ) 0F x  ， 1 1 1 1( ) ( ) 1 0a a a a
minF x F e e lne ae         ，解得 1a  ，实数 a的取值范

围是 ( ,1) ．故选 A．

法二：（切线放缩） 1 1 1xlnx x ax a      ，故选 A．

8．【解析】当 (0, )x  时， ( )( ) 0xax lnx ax e  � ，
0
0x

ax lnx
ax e


 

�
� ，即

1a
e

a e






�

�
，（过原点的切线斜率问题）或

0
0x

ax lnx
ax e


 

�
� ，无解，综上可得：实数 a的取值范围是：

1[ , ]e
e

．故选 B．

9．【解析】法一：根据题意，因为 ( ) 1 2 1xf x e a nx ax    ，所以 ( ) 2x af x e a
x

    ．令 ( ) 2 0x af x e a
x

     ，

得
1 2

xxea
x




，再令 ( ) ( 0)
1 2

xxeg x x
x

 


，因为函数 ( ) 1 2 1xf x e a nx ax    在 (0, ) 上恰有两个极值点，所

以 ( )g x a 有两个零点．又 2

(2 1)( 1)( ) ( 0)
(1 2 )

xe x xg x x
x

    


，令 ( ) 0g x  ，得 0 1x  ，所以
1
2

x  ；令 ( ) 0g x  ，

得 1x  ，所以函数 ( )g x 在
1 1(0, ), ( ,1)
2 2

上单调递增，在 (1, ) 上单调递减．由于 (0) 0g  ， (1)g e  ，根据

数形结合法可得 a e  ，即 ( , )a e   ．故选 D．

法二：（指数切线放缩）
1(2( ) 2 0 )x xaf x e a e

x
a

x
        有两个交点，根据上一讲到指数与反比例函

数切线放缩得 )12(121

x
ee

x
e xx  ，故当仅当 ea  时有两个交点，即 ( , )a e   ．故选D．

10．【解析】法一： 2

1( ) lnxf x k
x


   ，若 ( )f x 在 (0, ) 递增，故 2

1 lnxk
x


 在 (0, ) 恒成立，令 2

1( ) lnxg x
x


 ，

( 0)x  ， 3

2 3( ) lnxg x
x


  ，令 ( ) 0g x  ，解得：
3
2x e ，令 ( ) 0g x  ，解得：

3
20 x e  ，故 ( )g x 在

3
2(0, )e 递
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减，在
3
2(e ， ) 递增，故

3
2

3

1( ) ( )
2ming x g e
e

   ，故答案为： 3

1( , ]
2e

  ．

法二：（同构式）若 ( )f x 在 (0, ) 递增，
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1ln( ) ln( ) ln
2 2 2

lnx e e ek t t
x x x e x x e


        ，由于

]1,(ln
e

tt  ，故 2 3

1 1 1( )
2 2

k
e e e

     ，故答案为： 3

1( , ]
2e

  ．

11．【解析】法一： ( ) 2 1f x ax lnx    ，若 ( )f x 在
1[
e
， ) 递增，则 ( ) 0f x � 在

1[
e
， ) 恒成立，则

1
2

lnxa
x
�

在
1[
e
， ) 恒成立，令

1( )
2

lnxg x
x


 ，
1[x
e

 ， ) ，则 2

2( )
4
lnxg x
x

   ，令 ( ) 0g x  ，解得： 1x  ，令 ( ) 0g x  ，

解得： 1x  ，故 ( )g x 在
1[
e
，1)递增，在 (1, ) 递增，故 ( )g x max g （1） 1

2
 ，故

1
2

a� ；

法二： ( ) 2 1 0f x ax lnx     在区间
1[
e
， ) 恒成立，由于 1ln  xx ，切点在 )0,1( ，切点在区间内，故 12 a

时满足条件，故答案为：
1[
2
， ) ．（口诀：切点在区间内，切点定最值，切点在区间外，端点定最值）

12.【解析】
2

2 2

2 2( ) b bx x bf x b
x x x

 
     ，① 0b� ， ( ) 0f x  ， ( )f x 在定义域单调递增，不符合题意；

② 0b  ，△ 24 4 0b   ， 1 0b   ，所以 1 0b   ，故答案为： ( 1,0) ．

13.【解析】法一：不等式 1xe kx lnx � ，对于任意的 (0, )x  恒成立．等价于
1xe lnxk
x

 � 对于任意的

(0, )x  恒成立．令
1( )

xe lnxf x
x

 
 ，( 0)x  ， 2

( 1)( )
xe x lnxf x

x
 

  ，令 ( ) ( 1)xg x e x lnx   ，( 0)x  ，

则
1( ) 0xg x e
x

    ， ( )g x 在 (0, ) 单调递增， (1)g 0 ， (0,1)x  时， ( ) 0g x  ， (1, )x  时，

( ) 0g x  ． (0,1)x  时， ( ) 0f x  ， (1, )x  时， ( ) 0f x  ． (0,1)x  时， ( )f x 单调递减， (1, )x  时，

( )f x 单调递增． ( ) (1)minf x f  1e  1k e � ．故答案为： 1e  ．

法二：（同位同构式构造法）构造函数 1)(  xexf x ，故 0)(ln)1(ln1  xfxefxxexe x ，当仅

当 1x 时等号成立；同构式切线放缩最关键的点就是常数一定要消去，否则构造失败， 1k e � ．

14．【解析】（1）当 2a  时， ( ) 2f x lnx x  ，所以
1( ) 2f x
x

   ．故切线的斜率 k f （1） 1  ，则切线

方程为 2 ( 1)y x    ，即 1 0x y   ．

（2）法一：
1( )f x a
x

   ，①当 0a  时， ( )f x lnx 有唯一零点 1x  ，不合题意；

② 当 0a  时 ， 则 ( ) 0f x  ， ( )f x 在 区 间 (0, ) 上 的 增 函 数 ， 因 为 f （ 1 ） 0a   ，

( ) (1 ) 0a a af e a ae a e     ，所以函数 ( )f x 在区间 (0, ) 有唯一零点，不合题意；

③当 0a  时，令 ( ) 0f x  得
1x
a

 ，所以，当
1(0, )x
a

 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在
1(0, )
a

上是增函数；
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当
1(x
a

 ， ) 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在
1(
a
， ) 上是减函数．所以在区间 (0, ) 上，函数 ( )f x 有极

大值为
1 1( ) 1 1f ln lna
a a

     ， 0ae a  ，故
1 1
ae a
 ，且 1ae  ，

1 1( ) (1 ) 0a a a

af a a
e e e

        ，且

当 x时， ( )f x ，若 ( )f x 无零点，则
1( ) 0f
a

 ，即 1 0lna   ，解得
1a
e

 ，故所求实数 a的取

值范围是
1(
e
， ) ．

法二：（参变分离） ( ) 0f x lnx ax   时，
x
xa ln

 ，令
x
xxg ln)(  ， 2

ln1)(
x
xxg 

 ， ex  时， 0)(  eg ，

显然
e

egxg 1)()( max  ，故
1a
e

 时， ( )f x lnx ax  无零点；

（3）法一：设 1 2 0x x  ，由 1 2( ) ( ) 0f x f x  可得 1 1 0lnx ax  ， 2 2 0lnx ax  ， 1 2 1 2( )lnx lnx a x x    ，

即

1

2

1 2

xln
xa

x x



，要证： 1 2

2x x
a

  ，只需证 1 2( ) 2a x x  ，即证： 1 1 2

2 1 2

2( )x x xln
x x x





．令 1

2

1xt
x

  ，于是

1 1 2

2 1 2

2( ) 2( 1)
1

x x x tln lnt
x x x t

 
  

 
．设函数

2( 1)( ) ( 1)
1

th t lnt t
t


  


，求导得
2

2 2

1 4 ( 1)( ) 0
( 1) ( 1)

th t
t t t t


    

 
，

所以函数 ( )h t 在 (1, ) 上是增函数，所以 ( )h t h （1） 0 ，即不等式
2( 1)

1
tlnt
t





在 (1, ) 上恒成立，故所

证不等式 1 2
2x x
a

  成立．

法二：（对数平均不等式）设 1 2 0x x  ，由 1 2( ) ( ) 0f x f x  可得 1 1 0lnx ax  ， 2 2 0lnx ax  ，

1 2 1 2( )lnx lnx a x x    ，即 1 2

1 2

1
ln ln
x x

a x x





，故只需证： 1 2 1 2

1 2

1
ln ln 2
x x x x

a x x
 

 


，

如图所示，在反比例函数  
x

xf 1
 上任取两点 
















b
bB

a
aA 1,,1, ，点 











ba
baC 2,

2

为 AB在双曲线上的中点， xAA 1 轴交其于 1A ， xBB 1 轴交其于 1B ，过C作双

曲线切线交 1AA 和 1BB 于 ED, 两点，根据  ab
ba

dx
x

SS
b

aADEBAACBB 


 
21

1111
，

即
2lnln
ba

ab
ab 





，故 1 2 1 2

1 2

1
ln ln 2
x x x x

a x x
 

 


，即 1 2
2x x
a

  ．

15．【解析】（1）函数 ( )f x 的定义域为 0x  ， ( ) 1f x a lnx    ，若 ( ) 0f x  ，则 1lnx a  ， 1ax e  ，又 ( )f x

是单调递减的，当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x 1(0, )ae 
1ae 

1( ae  ， )

( )f x  0 

( )f x 增函数 极大值 减函数

( )f x 在区间 1(0, )ae  内为增函数，在区间 1( ae  ， ) 内为减函数．
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（2）法一： (1)f 0 ， ( ) 1f x a lnx    ．当 1a� 时，在 1x� 上， ( ) 0f x � ，故函数 ( )f x 在 (1, ) 上单调递

减， ( ) (1)f x f� 0 ．当 1a  时，在 1x� 上， ( ) 1 0f x a lnx     ，解得 1
1 1ax e   ．又 ( ) 1f x a lnx    在

(1, ) 上单调递减，在 1(1, )x 上 ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 1(1, )x 上单调递增， ( )f x f� （1） 0 与任意 1x� ，

恒有 ( ) 0f x � 成立矛盾．综上，实数 a的取值范围为 (，1]．

法二：（切线放缩）若 ( ) 0f x � 成立，则 ( 1)a x xlnx  ，过点 )0,1( 作 xxxg ln)(  的切线，可得方程

)1)(ln1(ln0 0000 xxxx  ，即 00 ln10 xx  ，易知 10 x ， 1)( 0  xga ，实数 a的取值范围为 (，1]．

16.【解析】（1）因为点 (1,1)在曲线 ( )y f x 上，所以 1a  ， ( )f x x lnx  ．又
1 2( )

2 2
x xf x
x x x

    ，

所以
1(1)
2

f    ．在该点处曲线的切线方程为
11 ( 1)
2

y x    即 2 3 0x y  

（2）法一：定义域为 (0, ) ，
1 2( )

2 2
a x a xf x
x x x

    讨论：（1）当 0a� 时， ( ) 0f x  ，此时 ( )f x 在 (0, )

上单调递减，又 f （1） 0a � ，不满足 ( ) 2f x � ；（2）当 0a  时，令 ( ) 0f x  可得 2

4x
a

 ，列表可得

x 2

(0, )
4
a 2

4
a

2

4( , )
a



( )f x  0 

( )f x

单调递减 单调递增

所以 ( )f x 在 2

4(0, )
a

上单调递减，在 2

4( , )
a

 上单调递增，所以 2 2

4 4( ) 2f x f ln
a a

    
 

最小值
，所以令

2

42 2ln
a

 � 解得 2a� ，所以 a的取值范围为 2a� ．

法二：定义域为 (0, ) ， ( ) 2f x � 恒成立即 2a x lnx � 恒成立，又 0x  ，所以
2 lnxa

x
� 恒成立．令

2( ) lnxg x
x


 ， (0, )x  ，则 2( )

2
xlnxg x
x

   ，由 ( ) 0 0 1g x x     ，所以 ( )g x 在 (0,1)单调递增，在 (1, )

上单调递减， ( )maxg x g （1） 2 ，所以 2a� ．

注意：本题的本质就是令 xt  ，则 ttatat ln1
2

2ln 2  ，显然 2a ．

17．【解析】（1） ( ) ( )
xef x a x lnx
x

   ，定义域 (0, ) ． 2 2

( 1) ( 1) ( 1)( )( )
x xe x x x e axf x a
x x x
       ，当 a e 

时， 2

( 1)( )( )
xx e exf x

x
   ，由于 xe ex� 在 (0, ) 恒成立，故 ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, ) 单调递

增．故 ( ) (1)minf x f 0a e   ．
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（2）法一： 2

( 1)( )( )
xx e axf x

x
   ，①当 a e  时， ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, ) 单调递增．

( )minf x f  （1） 0a e   ， ( )f x 只有一个零点．

②当 a e  时，ax ex  ，故 0x xe ax e ex   � 在 (0, ) 恒成立，故 ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, )

单调递增． ( )minf x f （1） 0a e   ．故当 a e  时， ( )f x 没有零点．

③当 a e  时，令 0xe ax  ，得
xe a
x
  ，令 ( )

xex
x

  ， 2

( 1)( )
xx ex

x
   ， ( )x 在 (0,1)单调递减， ( )x 在

(1, ) 单调递增． ( )minx   （1） e ， ( )x 在 (0, ) 有两个零点 1x ， 2x ， 1 20 1x x   ，

( )f x 在 1(0, )x 单调递减，在 1(x ，1)单调递增，在 2(1, )x 单调递减，在 2(x ， ) 单调递增， (1)f 0a e   ，

又 0x 时， ( )f x ，x时， ( )f x ，此时 ( )f x 有两个零点，综上 ( )f x 有两个零点，则 a e  ．

法二：（同构式切线放缩法） ( ) ( )
x x xe e ef x a x lnx aln
x x x

     ．令 )0(  xt
x
e x

，则
e

x 1
 时， et min ，当

),1()1,0( 
ee

x  ， ),(  et ，使 ty
x
ey
x

 与 有两个交点，故当 ( )f x 有两个零点时， 0)(  alntttf ，

即  et
t
tyay 
ln

与 有且只有一个零点，根据函数  et
t
ty 
ln

图像可得 eay  ．

18．【解析】（1）函数的定义域为 (0, ) ，函数的导数 2( ) lnxf x
x


  ，由 ( ) 0f x  得，0 1x  ，即函数 ( )f x

为增函数，由 ( ) 0f x  得 1x  ，即函数 ( )f x 为减函数，即当 1x  时，函数 ( )f x 取得极大值，极大值为 f（1）

1 ．无极小值．

（3）当 1a� 时， x xae e� ，故要证不等式
1(1 )(1 )xae lnx
x

 � 成立，即证明
1(1 )(1 )xe lnx
x

 � 成立，即

1
1

xe lnx
x x





，令 ( )

1

xeg x
x




，则 2( ) 0
( 1)

xxeg x
x

  


，函数 ( )g x 在区间 [0 ， ) 上为增函数，故

( ) (0) 1g x g  ，即 1
1

xe
x



，由（1）得

1 1lnx
x
 � ，则

1
1

xe lnx
x x





成立，即

1(1 )(1 )xae lnx
x

 � 成立．

19．（1）【解析】 2 2

1( ) a x af x
x x x


    ． ( 0)x  ．当 0a� 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，

又 (1)f 0 ．因此 0 1x  时， ( ) 0f x  ．当 0a  时，可得函数 ( )f x 在 (0, )a 上单调递减，在 ( , )a  上单调

递增， x a  时，函数 ( )f x 取得极小值即最小值，则 ( )f a 1 0lna a   � ．令 ( )g a 1lna a   ，

(1)g 0 ． ( )g a 1 11 a
a a


   ，可知： 1a  时，函数 ( )g a 取得极大值即最大值，而 (1)g 0 ．因此只有 1a 

时满足 ( )f a 1 0lna a   � ．故 1a  ．实数 a取值的集合是{1}．注意：此题来自于 1ln  xx 中将
x
1
替换

x后得到的
x

x 11ln  ，故 1a ；
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（2）证明：由 ( )I 可知： 1a  时， ( ) 0f x � ，即
11lnx
x

� 在 0x  时恒成立．

要证明： 21 2 ( 2)xe lnx x e x
x

    � ，即证明： 21 ( 2)xe x e x  � ，即 21 ( 2) 0xe x e x    � ．

故构造      
21

0x

ex x
h x x

e
 

  ，则      1 3
x

x x e
h x

e
   

 ，当  0 1x ， 时，    0h x h x  ， ，当

 1x  ， 时，    0h x h x  ， ，得    max
1 1h x h  ，所以  21xe ex x   对任意  0 +x ， 恒成立

 0x  ， ( ) 0h x � 恒成立，即 21 ( 2) 0xe x e x    � ．综上可得： 21 2 ( 2)xe lnx x e x
x

    � ，成立．

22.【解析】（1）根据题意可得， ( ) ( 0)
x

xa a xef x e x
x x


     ，当 0a� 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )y f x 是减

函数，无极值点；当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得 0xa xe  ，即 xxe a ，又 xy xe 在(0, ) 上存在一解，不妨设为 0x ，

所以函数 ( )y f x 在 0(0, )x 上是单调递增的，在 0(x ， ) 上是单调递减的；所以函数 ( )y f x 有一个极大值点，无

极小值点；总之：当 0a� 时， ( )f x 无极值点；当 0a  时，函数 ( )y f x 有一个极大值点，无极小值点；

（2）法一：证明： 2a  时， ( ) 2 xf x lnx e  ，
2( ) ( 0)

xxef x x
x


   ，由（1）可知 ( )f x 有极大值 0( )f x ，

且 0x 满足 0
0 2xx e   ①，又 xy xe 在 (0, ) 上是增函数，且 0 2 e  ，所以 0 (0,1)x  ，又知：

0
0 0( ) ( ) 2 x

minf x f x lnx e   ②；由①可得 0

0

2xe
x

 ，代入②得 0 0
0

2( ) ( ) 2minf x f x lnx
x

   ，令
2( ) 2g x lnx
x

  ，

则 2 2

2 2 2( 1)( ) 0xg x
x x x


     恒成立，所以 ( )g x 在 (0,1)上是增函数，所以 0( )g x g （1） 2 0   ，即 0( ) 0g x  ，

所以 ( ) 0f x  ．

法二：（思路，详细过程请读者自己完成） 2a  时， ( ) 2 2 xxf x lnx e x e
e

   ，由于 exe x  ，故命题得证；

22．【解析】（1） 1( ) ( 0)lnxg x x
x


  ，故 2

2( ) lnxg x
x


  ，令 ( ) 0g x  ，解得： 20 x e  ，令 ( ) 0g x  ，

解得： 2x e ，故 ( )g x 在 2(0, )e 递增，在 2(e ， ) 递减，故 ( )g x 极大值 2
2

1( )g e
e

  ；

（2）（放对再放指，不行找基友）证明：要证 2( ) 1 xf x e x   ．即证 2 1 0xe x xlnx    ，

先证明 1lnx x � ，取 ( ) 1h x lnx x   ，则
1( ) xh x
x


  ，易知 ( )h x 在 (0,1)递增，在 (1, ) 递减，故 ( )h x h�

（1） 0 ，即 1lnx x � ，当且仅当 1x  时取“  ”，故 ( 1)xlnx x x � ， 2 22 1x xe x xlnx e x x    � ，故只

需证明当 0x  时， 22 1 0xe x x    恒成立，构造函数 xe
xxxt 12)(

2 
 ，则 xe

xxxt )2)(12()( 
 ，

x 1(0, )
2

1
2

1( ,2)
2

2 (2, )
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( )f x  0  0 

( )f x 单调递减 极小 单调递增 极大 单调递减

根据上表可知，由于 1)0( h ， 17)2()( 2max 
e

hxh ，故 0x  时， 2( ) 1 xf x e x   ．

23．【解析】（1） 0a  时， ( ) 1xf x e x   ， ( ) 1xf x e   ，当 ( ,0)x  时， ( ) 0f x  ；

当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ，故在单调递减，在单调递增， ( ) (0) 0minf x f  ， ( ) 0f x �

（2） ( ) 1 2xf x e ax    ，令 ( ) 1 2xh x e ax   ，则 ( ) 2xh x e a   ．

①当 2 1a� 时，在[0， ) 上， ( ) 0h x � ， ( )h x 递增， ( ) (0)h x h� ，即 ( ) (0) 0f x f  � ， ( )f x 在 [0， ) 为

增函数， ( ) (0) 0f x f � ，
1
2

a� 时满足条件；

②当 2 1a  时，令 ( ) 0h x  ，解得 2x ln a ，当 [0x ， 2 )ln a 上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

(0, 2 )x ln a  时，有 ( ) (0) 0h x h  ，即 ( ) (0) 0f x f   ， ( )f x 在区间 (0, 2 )ln a 为减函数，

( ) (0) 0f x f   ，不合题意，综上得实数 a的取值范围为
1( , ]
2

 ；

（3）由（2）得，当
1
2

a  时， 0x  ，
2

1
2

x xe x   ，即
2

1
2

x xe x   ，欲证不等式 2( 1) ( 1)xe ln x x   ，

只需证
2( 1)
2
xln x

x
 


，设

2( ) ( 1)
2
xF x ln x

x
  


，则

2

2( )
( 1)( 2)

xF x
x x

 
 

， 0x  时， ( ) 0F x  恒成立，

且 (0) 0F  ， ( ) 0F x  恒成立．所以原不等式得证．

专题 4 三次函数的图象和性质

选择答案

1 5 : 6 10 : 11 15 : 16 20 :ADAAC CBBBA AB CC DABCC   
21 25 : 26 30 : 31 35 : 36 39 :ADCBD CBACB ADCCB ADCD   

填空题答案：

1. (0,1) 2. 9 3. ( 1, )  4. 2 15. [ 1, ]
2

 6. ( 3, 1)  7. ( , 2)  8. (7, )

109.
3

c 


解答题答案：

1. 12a  . 解   2 4f x ax x   ，另   0f x  得 1 2, 0
4
ax x   ，画出四段论图像：因为  0 0f  ，易得

   min

61 2
3
af x f 

     ，得 12a  .
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2. 2 , 3a b  .

【解析】显然 0a  ，    2 23 12 3 4f x ax ax a x x     ，令   0f x  ，得 1 20 , 4x x  （舍去）

当 0a  ，画出四段论图像左得    max
0 3f x f b   ，    min

2 16 3 29f x f a      ，得 2a  ；

当 0a  ，画出四段论图像右得    min
0 29f x f b    ，    max

2 16 29 3f x f a     ，得 2a   ；

3.        11 , 2 , 1 2 +
12

b c     ，

【解析】  1 由题意得   23f x x x b    ，因为  f x 在定义域内单调递增，所以   0f x  恒成立，即

1 2 0b    ，解得
1
12

b  ；  2 由题意得 1x  为   23f x x x b    的一个根，设另一个根为 0x ，易得

0
2 2
3

x b   ， ，所以   23 2f x x x    ，画出四段论图像易得    max
2 2f x f c   ，即 2 2c c  ，解得

   , 1 2 ,c      .

4.【解析】（1） 导函数 ( )y f x 的图象如图所示，过点
1( ,0)
3

和 (1,0)．可得：
1
3

x  时， ( ) 0f x  ，此时函

数 ( )f x 单调递增；
1 1
3

x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递减； 1x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单

调递增．
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函数 ( )f x 的单调递减区间为
1( ,1)
3

，极大值点为
1
3
．故答案为：

1( ,1)
3

，
1
3
．

（2） 2( ) 3 2 1f x ax bx    ，由题意知，

1 1( ) 0;
3

2(1) 0.

af
bf

         

.

（3）由 ( )II 可得： 3 2( ) 2f x x x x c    ，由 ( )I 可得：
1
3
为极大值点，1为极小值点． ( )f x 恰有两个零

点，
1 1 1 1( ) 2 0
3 27 9 3

f c      ，或 f （1） 1 2 1 0c     ，
4
27

c   或 0．

5.【解析】（1）由 3 2( ) 3 2g x x x   ，得 2( ) 3 6 3 ( 2)g x x x x x     ，令 ( ) 0g x  ，得 0 2x  ，即 ( )g x 的

递减区间为 (0,2)．又 ( )g x 在区间 (0, )m 上递减， (0 ， ) (0m  ， 2)， 0 2m  � ，

（2）由 ( ) 0g x  得 2x  或 0x  ，即 ( )g x 在 (， 0]上递增，在 [0， 2]上递减，在 [2， ) 上递增，即

当 0x  时取得极大值，极大值为 (0) 2f  ，当 2x  时，取得极小值，极小值为  2 2f   ，令 ( ) 2g x  ，解

得 0x  或 3x  ，若函数 ( )g x 在区间 (， ]n 上的最大值为 2，结合图象观察，得 [0n ，3]，即实数 n的

取值范围是 [0， 3]．

6．【解析】（1）当 6a  ，且 0x  时， 3 21 5( ) 6 1
3 2

f x x x x    ，所以 2( ) 5 6 ( 2)( 3)f x x x x x       ，

令 ( ) 0f x  ，得 2x  ，或 3x  ；当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x (0,2) 2 (2,3) 3 (3, )

( )f x  0  0 

( )f x  极大值  极小值 

所以 ( )f x 在 (0, ) 上的单调递增区间是 (0,2)， (3, ) ，单调递减区间是 (2,3)；

（2）当 0a  时，若 0x  ，则 3 21 5( ) 1
3 2

f x x x ax    ，所以 2( ) 5 ( 5)f x x x a x x a       ；因为 0x  ，

0a  ，所以 ( ) 0f x  ；若 0x  ，则 3 21 5( ) 1
3 2

f x x x ax    ，所以 2( ) 5f x x x a    ；令 ( ) 0f x  ，

△ 25 4 0a   ，所以有两个不相等的实根 1x ， 2x ，且 1 2 0x x  ；不妨设 2 0x  ，所以当 x变化时， ( )f x ，
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( )f x 的变化情况如下表：

x ( ,0) 0
2(0, )x 2x 2(x ， )

( )f x  无定义  0 

( )f x  极大值  极小值 

因为函数 ( )f x 图象是连续不断的，所以当 0a  时， ( )f x 即存在极大值又有极小值．

7．【解析】（1）根据题意，函数 3 2( ) 2 3 1f x x ax   ，其定义域为 R，当 0a  时， 3( ) 2 1f x x  ，其导数

2( ) 6f x x  ，又由 f （1） 6 ， f （1） 3 ，则 ( )f x 在点 (1， f （1） )的切线方程为 3 6( 1)y x   ，即

6 3 0x y   ；

（2）根据题意，函数 3 2( ) 2 3 1f x x ax   ，其导数 2( ) 6 6 6 ( )f x x ax x x a     ，分 3种情况讨论：

①，当 0a  时， 2( ) 6 0f x x  � ，则 ( )f x 在 ( , )  上为增函数；

②，当 0a  时，若 ( ) 6 ( ) 0f x x x a    ，解可得 x a  或 0x  ，则 ( )f x 的递增区间为 ( , )a  和 (0, ) ，

递减区间为 ( ,0)a ；

③，当 0a  时，若 ( ) 6 ( ) 0f x x x a    ，解可得 0x  或 x a  ，则 ( )f x 的递增区间为 ( ,0) 和 ( , )a  ，

递减区间为 (0, )a ；

综上可得：当 0a  时， ( )f x 在 ( , )  上为增函数；

当 0a  时， ( )f x 的递增区间为 ( , )a  和 (0, ) ，递减区间为 ( ,0)a ；

当 0a  时， ( )f x 的递增区间为 ( ,0) 和 ( , )a  ，递减区间为 (0, )a ；

（3）根据题意，分 3种情况讨论：

①，当 0a � 时，有 0a� ， ( )f x 在 [0， 2]上递增，此时 ( )f x 在区间 [0， 2]上的最小值为 (0) 1f  ，

②，当 0 2a   时，即 2 0a   时， ( )f x 在 [0， ]a 上递减，在 ( , 2)a 上递增，此时 ( )f x 在区间[0，2]

上的最小值为 2( ) 1f a a   ，

③，当 2a � 时，即 2a � 时， ( )f x 在[0，2]上递减，此时 ( )f x 在区间 [0，2]上的最小值为 f（2） 17 12a  ，

综合可得：当 0a� 时， ( )f x 的最小值为 (0) 1f  ，

当 2 0a   时， ( )f x 的最小值为 2( ) 1f a a   ，

当 2a � 时， ( )f x 的最小值为 f （2） 17 12a  ．

8.【解析】（1） 2( ) 6 12f x x x   ，则 26 12 6x x   ，所以， 1x  ，当 1x  ， 3y   ，所以 3 6 1 m     ，
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解得 3m  ．（2） 3 2( ) 2 1(f x x ax a R    ， (0, ))x  由 2( ) 6 2 2 (3 ) 0f x x ax x x a      ，得到 1 0x  ，

2 3
ax  ，当 0a� 时， ( ) 2 (3 ) 0f x x x a    在区间 (0, ) 上恒成立，即函数 ( )f x 在区间 (0, ) 上单调递增，

又因为函数 ( )f x 的图象过点 (0,1)，即 (0) 1 0f   ，所以函数 ( )f x 在 (0, ) 内没有零点，不合题意，当 0a 

时，由 ( ) 0f x  得
3
ax  ，即函数 ( )f x 在区间 (

3
a
， ) 上单调递增，由 ( ) 0f x  得 0

3
ax  ，即函数 ( )f x

在区间在 (0, )
3
a

上单调递减，且过点 (0,1)，要使函数 ( )f x 在 (0, ) 内有且只有一个零点，则须 ( ) 0
3
af  ，

即
3 32 1 0

27 9
a a

   ，解得 3a  ，综上可得函数 ( )f x 在 (0, ) 内有且只有一个零点时 3a  ，此时函数 ( )f x 的

单调递增区间为 ( ,0) ， (1, ) ，单调递减区间为 (0,1)

（4）当 0a  时，函数 ( )f x 在 ( ,0) ， (
3
a
， ) 上单调递增，在 (0, )

3
a

上单调递减，此时函数 ( )f x 有两个

极值点，极大值为 (0) 1f  ，极小值为
3

( ) 1
3 27
a af   ，且 ( 1) 1f a    ， f （1） 3 a  ．

①当 1
3
a� 即 3a� 时， ( )f x 在 ( 1,0) 上单调递增，在 (0,1)上单调递减， ( ) (0) 1maxf x f  ，又 ( 1) 1f a    ，

f （1） 3 a  ，即 ( 1)f f  （1）， ( ) 1minf x a   ，所以1 ( 1 ) 1a    ，解得 1a   （舍 )．

②当 1
3
a
 即 0 3a  时， ( )f x 在 ( 1,0) 上单调递增，在 (0, )

3
a

上单调递减，在 ( ,1)
3
a

上单调递增

( 1) 1 0f a     ，即
3

( ) 1 0
3 27
a af    ，所以 ( ) 1minf x a   ．若 (0)f f （1） 2 0a  � ，即 2 3a � 时，

( ) (0) 1maxf x f  ，所以1 ( 1 ) 1a    ，解得 1a   （舍 )．若 (0)f f （1） 2 0a   ，即 0 2a  时，

( )maxf x f （1） 3 a  ，所以 (3 ) ( 1 ) 1a a     ，解得
1
2

a  ．综上，
1
2

a  ．

8．【解析】（1）函数 31 1( )
3 2

f x x  的导数为 2( )f x x  ，曲线 ( )y f x 在点
5(1, )
6

P 处的切线斜率为 1，可

得切线方程为
5 1
6

y x   即
1
6

y x  ，切线与 x轴和 y轴的交点为
1(
6
，0)， 1(0, )

6
 ，可得切线与 x轴和 y

轴围成的三角形面积为
1 1 1 1
2 6 6 72
   ；

（2） 31 1( )
3 2

f x x  ，则 2( )f x x  ，设切点为 31 1( , )
3 2

m m  ，则 2( )f m m  ．可得过切点处的切线方程为

3 21 1 ( )
3 2

y m m x m    ，把点 (2, )a 代入得 3 21 1 (2 )
3 2

a m m m    ，整理得 3 24 12 3 6 0m m a    ，若过

点 (2, )a 可作三条直线与曲线 ( )y f x 相切，则方程 3 24 12 3 6 0m m a    有三个不同根．令

3 2( ) 4 12 3g x x x   ，则 2( ) 12 24 12 ( 2)g x x x x x     ，当 (x ，0) (2 ， ) 时， ( ) 0g x  ；当 (0,2)x

时， ( ) 0g x  ，则 ( )g x 的单调增区间为 ( ,0) ， (2, ) ；单调减区间为 (0,2)．可得当 0x  时， ( )g x 有极
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大值为 (0) 3g   ；当 2x  时， ( )g x 有极小值为 g（2） 19  ．由 19 6 3a     ，得
1 19
2 6

a  ．

则实数 n的取值范围是
1(
2
，

19)
6

．

10.【解析】（1） 2( ) 3 6f x ax x   ，由已知 f （2） 12 12 0a   ，得 1a  ，经检验当 1a  时，满足题意，

故 1a  ．（2）由（1）可知 1a  ， f ’ ( ) 3 ( 2)x x x  ，当 0x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递增；当 0 2x  时，

( ) 0f x  ， ( )f x 递减；当 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递增；因此， ( )f x 极大值为 (0) 0f  ，极小值为 f （2）

4  ，又由 ( ) 0f x  得 0x  或 3x  ，由 ( ) 4f x   得 2x  或 1x   ，故m n 的最大值为 4．

11.【解析】（1） 2 2( ) 3 6 3( 1)f x x ax a     ．由题意得 f （1） 0 ，即 23 6 ( 1) 0a a   ，解得 0a  或 2a   ．当

0a  时， 2( ) 3 3f x x   ，当 1x   或 1x  时， ( ) 0f x  ；当 1 1x   时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 1x  处

取得极小值，满足题意．当 2a  时， 2( ) 3 12 9f x x x    ，当 1x  或 3x  时， ( ) 0f x  ；当1 3x  时，

( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 1x  处取得极大值，不满足题意．综上， 0a  ．

（2） 3 2( ) 3 3 5 ( 0)g x x ax x a a     ．所以 2( ) 3 6 3g x x ax    ，因为△ 236 36 0a   恒成立，所以 ( )g x 恒

有两个极值点．由题意可知 1x ， 2x 是 2( ) 3 6 3 0g x x ax     的两根，所以 1 2 2x x a  ， 1 2 1x x   ．由

1 2( ) ( ) 0g x g x � ，得 3 3 2 2
1 2 1 2 1 23 ( ) 3( ) 10 0x x a x x x x a      � ．即

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )[( ) 3 ] 3 [( ) 2 ] 3( ) 10 0x x x x x x a x x x x x x a         � ．将 1 2 2x x a  ， 1 2 1x x   代入整理的

3 0a a � ．因为 0a  ，所以 2 1 0a  � 解得 1a� ．所以 a的最小值 1．

专题 6 同构式下的函数体系

1．【解析】由   ln xf x x x a e    ，得   1 ln 0xf x x a e      有两解，构造   1xg x e x  ，易得  g x 在

 0 ,    ，又 ln 1x x  ，得    ln 1g x g x  ，即 1 ln 1xe x x x     ，解得
10 a
e

  ，选 A．

2．【解析】由题意得   1 1 1 1 1ln lnf x x
x x x x x

      ，令
1 t
x
 ，则   lnf x t t t   ，   lnf x t   ，由图像易

得选 B．

3．【解析】因为  
xef x
x

 在  , 0 和  0, 1 上单调递减，在  1 ,   上单调递增，所以
2 2

( ) 2
2

x xe ef x
x x

  

在  , 0 上单调递减，选 B．

4．【解析】由
1ln2 2 2

0 0
ln 1 1 1 12 ln 0 2 ln ln 2 ln 2 +ln =0x x xxx e x xe e x x x
x x x x x

+ = Þ = - = = Þ = Þ ．
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5．【解析】ln ln ln lnmb mb mba me b a mbe b a a a mbe      ，同构 ln mxx x mxe ，令   xf x xe ，

即    lnf x f mx ，得
max

ln 1ln xx mx m
x e

     
 

．选 A．

6．【解析】 2log
2 2 2 2log 2 0 log 2 log 2 2 log 2xkx kx kx kxx k x k x x kx x kx            � ，即

2 2
2

min

log loglog x ex kx k
x e

     
 

．

7．【解析】
2 2 lnln n0 2

2
lxx xlnxe xe x x e x 


   � ，即 2 lnx xl ³ 恒成立，

max

ln 1
2 2
x
x e

    
 

．

8．【解析】由题意得：      ln 1 3 3 3 3 1 ln 1x xm x x mx e e x mx m x           ，右边凑 1，

得            ln 13 1 1 ln 1 1 3 1 ln 1 1xx xe x m x x e x m e x              ，得 3m  ．（说明：定义域大

于零，所以  ln 1x x  ，即 3m  成立）．

9．【解析】由 1xe x  得
1
2 1

2
x
e x


  ，所以

1
22 2 1

x
e x


  ，即

2 2 1ex x
e
   ，所以

20 a
e

  （等号为

相切，故不取）．

10．【解析】（1）由题意得    ln 1
2

x
f x

x


  ，即    ln 1ln
2

x
x x

x


     ，令 x t  ，则  0 et ， ，只需

证
ln 1ln

2
tt t
t

   ，即
22 ln
1
t t

t



，当  0 , 1t 时明显成立，当 1t  时

2 1
1
t

t e



成立；

（2）由 ln 1x x  ，得  2 2ln 1e x e x   ，即 2ln 3x e x     2ln 3x e x      2 ln 3e x x    ，当且仅当

2x e  时等号成立，所以 2a e  ．

11．【解析】（1）略；

（2）构造    ln 1g x x x   ，易得  g x 在 1 0x   上 ，    0 0g x g  ，当 2a � ，

    ( ) ( ) ( 1) ln 1 2 ln 1f x x a ln x ax x x x x          ，得      2 ln 1 2f x x x x     ，即证

   2 ln 1 2 xx x x e       ，构造   xg x x e  ，易得在 1 0x   时，  g x ，又因为  ln 1x x  ，所以

   ln 1g x g x      ，即    ln 1ln 1 xxx e x e       ，得
 ln 1

2 2
1

x x
x e

x
 

   
 ，又

   2 2 ln 1xx e x x      ，所以只需证
2 2
1

x
x


 


，即 2 0x x  ，显然成立，得证．

12．【解析】（1）略；（2）因为  lnxe x ex ex   ，当且仅当 1x  时等号成立，所以  ln 1 1xe x e x    ，

又 1 lnxe bx x   ，所以 ln 1xe x bx    ，要使方程有两个实根，则 1b e   ，即 1b e  ．
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13．【解析】（1）因为
1 lnx x
e

 ，所以 2 21 lnx x
e

 ，当且仅当 x e 取等号，得 21 ln
2
x x

e
 ，由题意

2ln lnxax ax x
x

   ，所以
1
2

a
e

 ；

（2）因为 1 lnx x  ，所以 2 1 2lnx x  ，当且仅当 1x  时等号成立，得  21 1 ln
2
x x  (在 1x  处相切)，

依题意 ( ) lnxf x ax
x

  与 a相切等价于  2a x x 与 ln x相切，得 1a 
．

14．【解析】（1）略；

（2）由题意得 22 1( n) 1 l xx xf e x xx x e     ，即证
22 1 1x

x x
e
 

 ，令  
22 1

x

x xg x
e
 

 ，即证

  1g x  ，得  
 22 3 2

0x

x x
g x

e

  
   ，所以  g x ，所以    0 1g x g  ，得证．

15．【解析】（1）略；（2）由题意得
2

2 2
2

1 1 ln( ) ln 2ln 1
2 2

xkf x x k x x k x x k
x

          ，构造  
2

2

ln xg x
x

 ，

易得     1, 0 0 ,g x
e

     
 

，所以 0 k e  ．

16．【解析】（1）略；（2）由题意得    lnln lnx x xx e a x x e a x x      ，因为 xe ex 得  ln lnx xe e x x   ，

当且仅当 1x  时等号成立，所以等价于证明    ln lne x x a x x   ，即 a e ．

17．【解析】（1）略；（2）由题意得      lnln lnx x xf x x e a x x e a x x       ，令 ln x x t  ，得

    tf x g t e at   ，   tg t e a   ，得    0 lng t a a     ，所以

      min

1 1ln ln 1 ln 1f x m g a a a a a a
a a

                 
，所以 1m� ．

18．【解析】（1）略；（2）由题意得  ln 1 + 0xxe a x x e    ，令 lnt x x  ，得  1 0te a t e    ，又 te et ，

所以  1et e a t   得 a e ．

19．【解析】（2）由题意得    ln
xef x a x x
x

   ，即    ln lnx xf x e a x x   ，令  ln 1x x t t   ，则

  tf x e at  ，令    1tg t e at t   ，则   tg t e a   ，当 a e 时，    0g t g t  ， ，即    1g t g e a   ；

当 a e ，令   0g t  ，得 lnt a ，    min
ln lng t g a a a a   ．

20．【解析】由题意得   ln x af x
x


 ，   2 2xg x e  ，     2ln 2xx af x g x e
x


    ，即 ln 2ln 2x xx a e x   ，

即 ln 2 2 ln 1x xe x x    （当且仅当 ln 2 0x x  ）， 1a  ．

21．【解析】（2）由题意得  1xxe f x m   即  lnx1 ln ln 1 2x xxe x x m e x a         （ ln 0x x  时
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取等），所以  2m ， ．

22．【解析】（ 2）由题意得 ln 1xxe ax a x   ，        ln ln 1 ln 1 1x xf x e a x x a x x        ，即

  1 ln 0a x x   （ 1a  时取等），令      1 1tf x g t e at     ，接下来分类讨论说明单调性．

23．【解析】（2）由题意得    ln lnx xf x e a x x   ，令 lnt x x  ，     tf x g t e at   ，接下来分类讨论

说明单调性．


