
第三章 不等式

专题 2 含参一元二次不等式

第一讲 二次项系数为1 的一元二次不等式

（1）分解因式得到(x  −x1)(x  −x2 ) ，求出两个根x1 ，x2 ．

（2）比较两个根的大小，x1 =x2 ；x1 >x2 ；x1 <x2 ，并分别进行讨论．

【例 1】解关于x 的不等式 x2 ( −1 +a)x  +a  <0(a  ∈R)

【解析】不等式可变形为 (x −1)(x  −a)  <0 ，当 a  >1，不等式的解集为{x |1  <x  <a} ；当 a  =1，不等式的解集

为 φ；当 a  <1，不等式的解集为{x | a  <x  <1} .

【例 2】解关于x 的不等式x2  +2x +1 −a2  ≤0(a  ∈R)

【解析】不等式可变形为 (x +1 −a)(x +1 +a)  ≤0 ，当 a  >0 ，不等式的解集为{x | −1 −a  ≤x − ≤1 +a}；当 a  =0 ，

不等式的解集为{x | x − =1} ；当 a  <0 ，不等式的解集为{x | −1 +a  ≤x − ≤1 −a}.

【例 3】求不等式12x2  −ax＞a2 (a  ∈R)的解集.

【解析】不等式可变形为 (4x  a)(3x  a)  0，当 a  0，不等式的解集为
4

{x | x   a
或 }

3
x  a

；当 a  0，不

3
{x | x  a

或
4

xa}.

a

等式的解集为{x | x  0}；当 a  0，不等式的解集为

【例 4】求不等式 x 2  (a  1 )x 1 0 的解集.

【解析】不等式可变形为 ( 
1 )  0x  a)(x ，当 a  1，或 0  a 1时，不等式的解集为{

a
x | a  x  1}；当 a  1

a

时，不等式的解集为；当 a 1，或 1 a  0时，不等式的解集为
a

{x | x  1
或 xa}.

第二讲 二次项系数含参的一元二次不等式问题

（1）分析当a  =0 时的情况．

（2）十字相乘得到a(x  −x1)(x  −x2 ) ，求出两个根x1，x2 ，若不能十字相乘，则要讨论 ∆的情况．

（3）比较两个根的大小，x1 =x2 ；x1 >x2 ；x1 <x2 ，并分别进行讨论．

（4）其中一种情况涉及到a  >0 以及a  <0 ，再分开口方向讨论．

【例 5】解关于x 的不等式：ax2  −2  ≥2x  −ax(a  ∈R) ．

【解析】原不等式变形为 ax2  +(a  −2)x  −2  ≥0 ．（1） a  =0 时， x − ≤1 ；当 a  ≠0 时，原不等式变形为

(  2)(x 1)  a(x  2)(x 1)  0
a

ax ；（2）当 2
 1

a
时，2  a  0，抛物线开口向下，

2
 x  1

a
；（3）当 2

 1
a

时，a  2，抛物线开口向下，x  1；（4）当
2
 1

a
时，a  0或 a  2，a  0时，抛物线开口向上，

a
x  2

或 x  1；当 a  2时，抛物线开口向下，
a

1 x  2

综上， a  0时， x  1 ； a  0时，
a

x  2
或 x  1；

2  a  0时，
2
 x  1

a
； a  2时， x  1； a  2时，

a
1 x  2 .



第三讲 乘除的等价原理和穿根法

0
(x)

（1）若 )


g
f (x

（2）若 0
(x)
(x)


g
f

（3）若 0
(x)
(x)


g
f

（4）若 0
(x)
(x)


g
f

，则 f (x)与 g(x)异号， f (x)g(x)  0．

，则 f x与g x 异号， f (x)g(x)  0，且 g(x)  0．

，则 f x与g x 同号， f (x)g(x)  0．

，则 f x与g x 同号， f (x)g(x)  0，且 g(x)  0．

2x1  x 时，则 a  0，  0，（3）当  x 
a

aa  a
2

42

a
aa

2

2  4 a 
；

（4）当 x1 2 x 时，则 a  4，  0，{x x  }
2
1

；

（5）当 x1  x2时，则 a  4，  0，
a

ax
2

 a  a 2  4
 或

a a  a2  4x 

综上，可知当 a  0时，解集为(
a

a
2

 a  a 2  4
,

a
aa

2

2  4 a 
2a

)；当 4  a  0时，解集为 R ；当 a  4

时，解集为 ;当 a  4时，解集为(
a

a
2

4,  a  a2 
  ) (  a 

2
42

a
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数轴穿根法 f (x)  (x  x1)(x  x2 )...(x  xn )  0或者 f (x)  (x  x1)(x  x2 )...(x  xn )  0

口诀：移项调号，分解排序，奇穿偶回，分母非零，参数讨论，小心等号．

【例 7】解关于 x 的不等式： 02 x  a
x  a

（a R）．

【解析】原不等式等价于 (x  a)(x  a2 )  0

（1）若 a  a2 ， a  0或 a 1时 ，不等式的解集为空集

（2）若 a  a2 ，即 0  a 1时，不等式的解集为 a2  x  a

（3）若 a  a2 ，即 a 1或 a  0时，不等式的解集为 a  x  a2

综上知： a  0或 a 1时 ，不等式的解集为空集； 0  a 1时，不等式的解集为{x | a2  x  a}；

【例 6】解关于 x 的不等式： ax 2  ax 1 0.
【解析】（1） a  0时， 1 0成立；

a  0 时 ，（ 2 ）   a2  4a  0 0  a  4 ， xR ，   a2  4a  0 a  0 或 a  4 ， 此 时

2a
aa  ax 42

1


 ,
a

aax
2
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2
 a 

 .

a 1或 a  0时，不等式的解集为{x | a  x  a2} .

a
x

【例 8】解关于 x 的不等式：
x

 


1
1

．

【解析】原不等式变形为： (a 1)  0
1


x 
x 0

1
1)





x

x  (x 1)(a 0
1
1



 a 


x

ax
等价于 (x 1)(ax  a 1)  0

若 a  0，原不等式化为 x 1；

当 a  0时， )]  0(x 1)(ax  a 1)  a(x 1)[x  (1 1
a

；此时
a

x1 1, x2 1
1 .

（1）若 x1  x2，则 a  0，开口向上
1
 1a 

 x
a

；

（2）若 x1  x2，则 a  0，开口向下
a 1

 x  或 x 1；

综上， a  0时， 11
 x 

a
a

a

； a  0时， x 1； a  0时，
a

x  a 1
或 x 1 .
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【例 9】解关于 x 的不等式： 2)0 (a  3
(x  2)(x  3)

  ax  a
，且

【解析】（1）当 a  2时，{x | x  a ，或 2  x  3}；

（2）当 2  a  3时，{x | x  2或 a  x  3}；

（3）当 a  3时，{x | x  2或 3  x  a}

达标训练

1．已知 2a 1 0，关于 x 的不等式 x2  4ax  5a2  0的解集是（ ）

A．{x | x  5a 或 x  a}

C．{x | x  5a 或 x  a}

B．{x | a  x  5a}

D．{x | 5a  x  a}

2．不等式 ax2  (a  2)x  2  0(a  0)的解集为（ ）

A． [ 2 ,1]
a

B． [1，2]
a

C． (，2] [1,]
a

D． ( 1，] [ 2 ,]
a

3．在关于 x 的不等式 x2  (a 1)x  a  0的解集中恰有两个整数，则 a的取值范围是（ ）

A． (3,4) B． (2,1) (3,4) C． (3,4] D． [2,1) (3,4]

4．关于 x 的不等式 ax  b  0的解集是 (1,)，则关于 x 的不等式 (ax  b)(x  3)  0的解集是（ ）

A． (,1) (3,) B． (1,3) C． (1,3) D． ( ,1)  (3, )

5．若 0  a 1，则不等式 ( 
1 )  0
a

x  a)(x 的解集是（

A． (a, 1 )
a

B． (1 ,a)
a

）

C． ( , a)  ( 1 , )
a

D． ( , 1 )  (a, )
a

6．求不等式 x2  2ax  3a2  0的解集.

7．求不等式 x2  ax 1 0的解集．

8．若关于 x 的不等式 ax2  (a 1)x 1 0(aR)的解集为 (1 ,1)，则 a的取值范围为（ ）

A． a  0或 a 1 B． a 1
a

C． 0  a 1 D． a  0

9．已知函数 f (x)  ax2  bx  c(ac  0)，若 f (x)  0的解集为 (1,m)，则下列说法正确的是（ ）

B． f (m 1)  0A． f (m 1)  0

C． f (m 1)必与 m 同号 D． f (m 1)必与m 异号

10．若关于 x 的不等式 ax  b 的解集为
5

(, 1)，则关于 x 的不等式 0
5

ax2  bx  4 a  的解集为 ．

11．解关于 x 的不等式 ax 2  (1  a)x  1  0

13．不等式 0
1
62


x 
 x x

的解集为（ ）

A．{x | x  2或 x  3}

C．{x | 2  x 1或 x  3}

B．{x | x  2或1 x  3}

D．{x | 2  x 1或1 x  3}

14．不等式 0
2
1 x





x
的解集为（ ）

A．[1,2] B． [1,2) C． (,1] [2,) D． (,1) (2,)

15．不等式 1
2
3x 1


 x

的解集为 ．

16．不等式 1
x 1


ax

的解集为{x | x 1或 x  2}，求 a的值.

17．解不等式：（1） 0
(x  2)(x 1)

1)((


x x x  2）
（2） 0

10
4

2

2



 3x 

x  3x
x

12．解关于 x 的不等式 ax 2  2x  a  0

18．解关于 x 的不等式 0)1(22
 a 


x  a

x  a
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